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1. Endliche Automaten

1.1 Deterministische und Nichtdeter ministische Automaten

Unter einem informationsverarbeitenden System wollen wir ganz allgemein eine Einrichtung
verstehen, die Nachrichten - d.h. in bestimmter Weise strukturierte Signale - aufnehmen,
Ubertragen, speichern, umwandeln und wieder abgeben kann. Der Charakter eines solchen
Systems wird u.a. durch die Mengen seiner Ein- und Ausgange und deren Werte, seinem
Zeitverhalten und der Art der Zuordnung zwischen den Ein- und Ausgangswerten bestimmit.

Systeme, die

- Uber endlich viele Ein- und Ausgange verfligen, an denen abzéahlbar viele verschiedene
Werte ein- bzw. ausgegeben werden kénnen

- in einer diskreten Zeitskala arbeiten, d.h., bei denen die Zeitpunkte, die fir die
Beschreibung des Systemverhaltens von Bedeutung sind, eine abzahlbare Menge bilden,

- determiniert sind, d.h. die Ausgangswerte sind in jedem Zeitpunkt eindeutig durch die
Eingangswerte festgelegt, die zu den vorausgehenden Zeitpunkten vorgelegen hatten
(Vorgeschichte)

werden alsdeterminierte digitale Systeme bezeichnet. Die Eingéngep, ..., ey, und die
Ausgangey, ..., an eines determinierten digitalen Systems kdnnen als Funktionen aufgefaf3t
werden, die jedem Zeitpunkt (ganze Zahl) t, einen Signaleyéit bzw. aj(t) aus den
entsprechenden Wertmengen der Ein- bzw. Ausgénge zuordnen. Werden die verschiedenen
Ein- bzw. Ausgange zu Tupeln zusammengefal3t, dann entsteht ein System mit dem Eingang
E und dem Ausgang.

E und A sind Funktionen, deren Wertebereich die m-te Potenz der Eingangswertmenge und
die n-te Potenz der Ausgangswertmenge bilden, und die im weiteren Eingabealphabet X bzw.
Ausgabealphabet Y heiRen. Die Vorgeschichte der Eingangswerte wird als Zustand z des
Systems beschrieben und kann ebenfalls als Funkipder Zeitpunkte aufgefaldt werden.

Der Begriff des abstrakten Automaten entstand im Zusammenhang mit Untersuchungen Uber
sequentielle diskrete Schaltsysteme (Huffmann, 1954). In Arbeiten von Mealy (1955) und
Moore (1956) werden abstrakte Automaten als mathematische Strukturen eingefiihrt mit

E®) = (), ..., egn®)) O X ,  A®) = (@), ..., gn®)) O Y, z({t)O Z, dessen Verhalten

durch eine Uberfuhrungsfunktion f: % Z OO - Z und eine Ergebnisfunktion

g: XxZ [ - Y beschrieben wird.

Automatenmodell:
e O——— —O a
1 A 1
em Q zZ - an
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1. Endliche Automaten

t 0 1 2 3
ew(t)
«— «—
em(t)
et) x0 X
— A — yOyY
zUOZ
ax,2)0Y
fx,z)0Z

Ein endlicher Automat kann as ein gerichteter Graph dargestellt werden, indem die Knoten
des Graphen den Zustanden des Automaten entsprechen. Existiert bei Eingabe X ein

Ubergang vom Zustand, zum Zustand z so wird dieser als Pfeil im gerichteten Graphen
(Transitionsdiagramm) dargestellt.

Beispidl:
Dualaddierwerk: X ={00, 01, 10, 11}; Y ={0, 1}; Z = {0, 1} mit@), g(t) T {0, 1}
m=2, n=1
Berechnungsbeispiel:
dez dual
07 0111 1. Summand
+ 06 +0110 2. Summand
010 01100  Ubertrag
13 1101 Summe
Automatentafel:
Ubertrag
X 0 1 0 1
00 0 1 0 0
01 1 0 0 1
10 1 0 0 1
11 0 1 1 1
Summe Ubertrag
Automatentheorie und Formale Sprachen S.Gerber
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1. Endliche Automaten
11
00 01
01 10
10 11
00

Transitionsdiagramm

Definition: Deterministischer Automat

Eine Struktur A ={X, Y, Z, f, g} heiRtleterministischer (endlicher) Automat,
wenn

- X, Y, Z nichtleere abzahlbare (endliche) Mengen und
- f bzw. g Funktionen aus X Z in Z bzw. Y sind.

Wir vereinbaren die Bezeichnungen:

X

Y
Z
f
g

Eingabemenge X Eingabeelement
Ausgabemenge y Ausgabeelement
Zustandsmenge z Zustand
Uberfiihrungsfunktion f(x, z) Folgezustand
Ergebnisfunktion g(Xx, z) Ergebniselement

Definiton: Vollstandiger/ autonomer/initialer/ nichtdeterministischer Automat

a) A heil3tvollstandigerAutomat, wenn f und g vollstandig sind, d.h. fir alle
(X, z) aus Xx Z definiert sind. ( Andernfalls heil3t partieller Automat.)

b) A hei3tautonomer Automat, wennX| = 1, d.h. X enthalt nur ein Element.
(Keine Abhangigkeit vom Eingang.)

c) Die Struktur (X, Y, Z, Z', f, g), wo (X, Y, Z, f, g) ein Automat und ZZ ist
(Z' Menge der Anfangszustande), heif3t
- initialer Automat, wenrjZ'| = 1,
- nicht-initialer Automat, wenn Z' = Z.
- schwach initialer Automat, wenn Z[] Z .

d) A heif3tnicht-deterministischer Automat, wenn f von X Z in die Potenzmenge
von Z abbildet, d.h. fur alle (x, z) die Werte f(x, z) Teilmengen von Z sind.

Automatentheorie und Formale Sprachen S.Gerber
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1. Endliche Automaten

e) Die Struktur (X, Z, Z', f) heil3Automat ohne Ausgabe, wenn X, Z nichtleere
abzahlbare Mengen sind, ZI Z (Menge der Anfangszustdnde) und f eine
Funktion aus Xx Z in Z (deterministischer Automat) bzw. in die Potenzmenge
von Z (nichtdeterministischer Automat) ist.

Definition: Transitionsdiagramm (Zustandsgraph)
T = (Z, K) heil3tTransitionsdiagramm (Zustandsgraph) des endlichen Automaten
ohne Ausgabe A = (X, Z, f), wenn K= { (z, x, |20 Z , x O X, z' = f(X, z)}
(Kantenmenge).
(Bei nichtdeterministischen Automaten ist z' Element von f(x, z).)

Globales Verhalten:

Das globale Verhalten eines Automaten beschreibt seine Reaktion q = y(1)...y(n)
(Ausgabewort) auf eine Folge (Eingabewort) p = x(1)...x(n) von Eingangswerten x(t) zu n
aufeinanderfolgenden Zeitpunkterx tI< n

1 2 n
x(1) X(2) X(n)
p
T A T Y1) y() - y(n)
7 q

Ausgehend vom Eingabewort p und dem Anfangszustand z = z(1) wird die Reaktion des
Automaten bestimmt durch y(t) = g(x(t), z(t)) , z(t+1) = f(x(t), z(t))

X* bzw. Y* sei die Menge aller Worter (Zeichenketten) tber X bzw. Y. Die Teilmengen von
X* bzw. Y* heif3en (formale) Sprachen uber X bzw. Y. Durch I(p) wird die Lange (Anzahl
der Zeichenstellen) des Wortes p bezeichnet. Das Symbol fir das leere Worflesse
Zeichenkette) mit §) = 0. Die Anzahl der mit x besetzten Stellen in p wird duggp)l
bezeichnet.

Definition: Globale Automatenfunktion

a)Lange enes Wortes pIX*: I(g) = O, I(px) = I(p) +1

b) Wortfunktion® tber (X, Y) mit ®: X* 00 - Y*, D(®) O X*, W(P) O Y*
(D bezeichnet den Definitionsbereich und W den Wertebereich)

c) Globale (deterministische) Automatenfunktionen f' und g'

f: X*xZ [ - Z Folgezustand
g X*x Z 0 - Y* Ausgabewort

mit
fe.z)=z, f(px,z)= f(x, f'(p,z))
g'€.2) =¢, 9'(px, 2) = g'(p,2) 9(x, (p,2)).
Automatentheorie und Formale Sprachen S.Gerber
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1. Endliche Automaten

(Bemerkung: Da f'(x, z) = f(x, z) und g'(x, z) = g(X, z) wahlen wir deshalb fir f
und f bzw. g’ und g die gleiche Bezeichnung.)

d) Globale nichtdeter ministische Automatenfunktion f' und g'

f: X* xZ 00 - 22 Folgezustandsmenge
g: X*xZ 00 - 2Y" Ausgabewortmenge
mit
f'(, z) = {z}, f'(px, z) = {z] es existiert z f'(p,z) 0 z' I f(x, z")},
f(p, 2)=U T (p.2)
zOz”

g's, 2) = {&}, g'(px, z) = g'(p, 2) g(x, f'(p,z)) (Verkettung von Wortmengen)
a(x, 2) = {g(x, z")| z"0 Z"}

Beispiel: Nichtdeterministischer Automat ohne Ausgabe
X ={0, 1}, 7=, 71, 7, 73, 74}

X Z0 Z1 V4 z3 Z4

0 {z0. z3} O {z2} {z 4} {z 4}

1 {zo, z1} {z 2} {z 2} O {z4}
Automatentafel

Transitionsdiagramm

Z' ={zp} Anfangszustand, Eingabewort: p =01001, Folgezustandsmenggez{,z}
Reaktionsmdglichkeiten bei Eingabe von p:

0 1 0 0 1
Zo > Zo > Zo > Zo > Zo > Zo
\ Z3 \ Zl\ 23\ 23\ Z1
\ Zy Zy
Automatentheorie und Formale Sprachen S.Gerber
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1. Endliche Automaten

Satz: Fur alle p, dJ X* und zJ Z bzw. Z2"0 Z gilt:
f(pa, z) = #(a. f(p.2)) bzw. f(pq, Z*) = f(q, f(p, Z")) und
9(pa, z) = 9(p.2) 9(a, f(p.2))-

(Der Beweis kann induktiv Uber die Lange von q geflhrt werden und sei dem Leser als
Ubungsaufgabe empfohlen.)

Definiton: Erzeugte Wortfunktionen

a) Eine Wortfunktiort tber (X, Y) heil3t im Automaten A = (X, Y, Z, f, g) durch

den Zustand ! Z erzeugt, wenn gilt:
a(p, z) =P(p) fur alle pd X*.

b) Eine Wortfunktion® tber (X, Y) heildt im Automaten A = (X, Y, Z, f, g)
erzeugbar, wenn es einen ZustandzZ gibt, der® in A erzeugt.

c) Eine Wortfunktion® Uber (X, Y) heil3t(endlich) erzeugbar, wenn es einen
Automaten A (mit endlicher Zustandsmenge) gibt, in desrzeugbar ist.

Satzz Eine Wortfunktion @ dber (X, Y) ist genau dann erzeugbar, wenn sie folgende
Eigenschaften erfullt:

a) I(p) = 1@(p)) fur alle pd X* und
b) fur jedes p, £1 X* gibt es ein ] Y* mit ®(pr) =P(p) t.

Bezeichnung: Wortfunktionen , die die Eigenschaften a), b) erfullen, heiRen sequentiell.
( a) Eigenschaft der Langengleichheit  b) Eigenschaft der Restrospektivitét)

Definition: Zustand einer Wortfunktion
Sei® eine sequentielle Wortfunktion tber (X, Y) undlpX*. Dann heil3t die Wortfunktion
Pp Zustand von ® zum Wort p, genau dann, wefiipq) :CD(p)CDp(q) fur alle g0 X*.

Bezeichnung: £ = { ®p | p 0 X*} heiRt die Zustandsmenge vab. Es gilt® = d¢ 0 2.

Satz. Eine sequentielle Wortfunktio ist in einemendlichen Automaten genau dann
erzeugbar, wenn die Zustandsmenge ®aandlich ist.

Beispiel:

a) Die Wortfunktion® tber (X, Y) mit X =Y = {0, 1},®(¢) =€, ®(px) =D (p) v,
wobei y = 1, falls{(px) > 0 gerade, sonst O ist, wird in dem Automaten mit

20 y Z] y 22 y
0 70 0 71 0 Vi) 1
1 71 0 yip) 1 71 0
Automatentafel
Transitionsdiagramm
Automatentheorie und Formale Sprachen S.Gerber

8



1. Endliche Automaten

durch den Zustand z( erzeugt. Die Automatenzustandg bzw. z bzw. 2 entsprechen
den Zustande® = ®¢ = ®g bzw. P71 = P19 bzw. P11 = P110der Wortfunktiond.

b) Die Wortfunktion® tber (X, Y) mit X={x}, Y = {0, 1} und ®(x") = y1... yj,, wo fir alle
n>0und Xi<n:y=1fallsi Quadratzahl und 0 sonst, ist eine sequentielle Wortfunktion
aber in keinem endlichen Automaten erzeugbar,®a@cht endlich ist.

Definiton: Akzeptor, akzeptierte Sprache

a) Eine Struktur A = (X, Z, f, F) heil3t ein Akzeptor Uber X, wenn
(X, Z, f, ) initialer Automat ohne Ausgabe undFZ (Menge der Finalzustande).

b) Die Menge L(A) X* heil3t die von A akzeptierte Sprache, wenn fur alle ¥* gilt:
pO L(A) gdw. f(p, 2) O F im deterministischen Fall bzw.
f(p, ) n F£ 0O im nichtdeterministischen Fall.

c) Akzeptoren Aund A, die die gleichen Sprachen L)A= L(A,) akzeptieren, heil3en
aquivalent(A1 JA2).

Beispiel: Vom Akzeptor (X, Z, f, zg, F) mit X ={0, 1}, Z ={ zq, z1, z3}, F = {z1} und der
Uberfiihrungsfunktion f, dem das nachfolgende Transitionsdiagramm entspricht, wird
die Sprache akzeptiert, die genau alle Worter Uber X enthélt, in denen alle Zeichen 0
vor allen Zeichen 1 stehen und die mindestens ein Zeichen 1 enthalten.
(zB.:1,1...1,01,0...01...1)

Bemerkung:
a) Jedes zur akzeptierten Sprache gehorige Wort dberfihrt den Akzeptor aus dem
Anfangszustandgin den Zustand ¢
b) Folgt in einem Wort auf eine 1 eine 0, dann wird der Zustaretreicht, der nicht mehr
verlassen werden kann ("Mullzustand”).

Satz: Jede durch einen nichtdeterministischen endlichen Automaten akzeptierte Sprache wird
durch einen deterministischen endlichen Automaten akzeptiert.

(Beweisgedanke: Simulation des nichtdeterministischen Automaten durch einen aquivalenten
deterministischen Automaten. Die Zustande des deterministischen Automaten entsprechen
dabei den Zustandsmengen des nichtdeterministischen Automaten.)

Folgerung: Deterministische endliche Automaten akzeptieren diesselbe Sprachklasse wie
nichtdeterministische endliche Automaten.

Automatentheorie und Formale Sprachen S.Gerber
9



1. Endliche Automaten

Beispiel: Dem nichtdeterministischen Automaten ({0, 1}, {zq, z1}, f, zg, { z1}) mit der
Automatentafel:

20 Z]
0 z0, 21 O
1 Z1 Z0, 21
bzw. dem Transitionsdiagramm: o1
R
1

entspricht der deterministische Automat
(0,1}, {0, {zo} . {z1} . {z0. z1}}. . {z0} , {{z1} . { z0, 1} }) mit der Automatentafel:

O {zo} {z1} {z0, 21}
0 O {z0, 21} O {z0, 21}
1 O {z1} {zo,z1} | {z0 21}

bzw. dem Transitionsdiagramm:

Beide Automaten akzeptieren die Sprache, die genau die Worter 1, 11p, Og enthélt, wo p, q
beliebige Worter aus {0, 1}* sind.

Definiton: Automat mite-Ubergéngen

a) A = (X, Z f, 3, F) heilRtAutomat mit &-Ubergangenwenn X, Z nichtleere
abzahlbare Mengen sindy 2! Z, FO Z und f eine Funktion von (X] €) x Z in
2Z ist,
b) Fir die globale Uberfuhrungsfunktion f von A gilt:
f'(g, z) = e(z) und f'(px, z) = e(f(x, f'(p, 2)) mitzZ, x O X, p O X*.
e(z) enthalt alle Zustande, die im Transitionsdiagramm von z durcle mit

markierte  Pfeile, (u. U. Uber Zwischenknoten), erreichbar sind.
(Es istimmer 2] e(z).)
Weiterist  f(x,2")=Jf(x2) und (p,Z")=Jf (p.2)
c) Der Automat A akzeptiezifdie Sprache L(A) :|{|pD)zDZD f'(p, zg)nF = O}.
Achtung: Allgemein ist f(x, z¥ f'(x, z) und f€, z) # f'(€, 2).
Automatentheorie und Formale Sprachen S.Gerber
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1. Endliche Automaten

Beispiel: Automat A = (X, Z, f, zg, F) mit X ={0, 1}, Z={zq, 21, z3}, F= {22} mit

Automatentafel: 20 z1 Z2
0 20 O Z2
1 U Z1 U
€ Z1 Z2 U
bzw. Transitionsdiagramm:
0 1 0
€ €
Zy zZ,

WO e(ZO) = {201 Zl! 22}1 e(Zl) = {211 22}! e(ZZ) = {22} -
Das nachfolgende Diagramm bzw. Tafel zeigt einen nichtdeterministischen Automaten ohne
e-Ubergéange mit den Finalzustanden z;, zo, der L(A) akzeptiert.

Automatentafel: 4 z1 4
0 {20, 21, 22} {z 2} {z 2}
1 {z1, 23} {z1 2} O

Transitionsdiagramm:

Satz. Zu jedem endlichen Automaten reiUbergangen gibt es einen nichtdeterministischen
endlichen Automaten ohreeUbergéange, der dieselbe Sprache akzeptiert.

Bewel sgeskizze:
Simulation des Automaten A = (X, Z, f; /) mite-Ubergangen durch einen nichtdetermi-
nistischen Automaten A" = (X, Z, ' zF") ohnee-Ubergéange, d.h. man konstruiert fiir den
Automaten A" die Finalzustande

FO{zo} falls von zein Zustand aus F nur durch
e-Ubergange erreichbar ist.

Fll -
F sonst

und die Uberfiihrungsfunktion f'(x, z) = f(x, z) mitX X, z 0 Z, wobei f die globale
Uberfuihrungsfunktion von f ist. Somit enthalt A" keied ransitionen.

Automatentheorie und Formale Sprachen S.Gerber
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1. Endliche Automaten

Durch vollstdndige Induktion Uber die Lange des Eingabewortes p ist zu zeigen, dald
f'(p, 20) = f(p, 2) gilt.

Folgerung: Endliche Automaten mi¢-Ubergangen akzeptieren dieselbe Sprachklasse wie
endliche Automaten ohreeUbergange.

Beispiel: Der durch das Transitionsdiagramm bzw. die Automatentafel beschriebene

20 2] 22

0 Y4y [ N
1 U Z1 U
2 [ [ z2
€ Z1 Z2 [

0 1 2

£ £
%0 21

endliche Automat mig-Ubergangen @ Anfangszustand,zFinalzustand) wird durch den
nichtdeterministischen Automaten ohgey€)bergange mit dem Transitionsdiagramm bzw. der
Automatentafel (g Anfangszustand;y zo Finalzustande) simuliert

y4y) 71 Y4p)
0 {z0 21 22} O 0
1 {z1 23} {z 123} O
2 {z2} {z 2} {z 2}
1
~

0.1 ‘ 1,2

0,12

und erzeugt die Sprache, in der alle Zeichen 0 allen Zeichen 1 und alle Zeichen 1 allen
Zeichen 2 vorangehen.

Automatentheorie und Formale Sprachen S.Gerber
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1. Endliche Automaten

1.2 Regulare Mengen und Regulare Ausdrticke

Definiton: _Summe, Produkt, Potenz und Iteration formaler Sprachen
Seien X eine nichtleere, endliche Zeichenmenge und L, Lj0X* formale Sprachen
uber X:
a) Summe (Vereinigung)

LiOLy={p0OpOL10 pOLy}
b) Produkt (Verkettung, Concatenation)
L1OLo={pgUp0Ly0qOL2}

c) Potenz
LO={g}, LMtl=LoLNfurn=0
d) Iteration (Hulle, Stern)
L= JLU" ,Lr={JL",L*=L*O{g

n=0 nx1

Beispiele: X ={0, 1}, {1}*={ ¢, 1, 11, ...}, {1} {0} = X,
{1}* o {0}* = {10, 10...0, 1...10, 1...10...0}

Definiton: Requlare Mengen (Sprachen) Uber X

a) Wenn L = g} oder L X, dann ist L regular Uber X (Elementarsprachen)
b) Wenn ly, Lo reguléar, dann sind4L[] Lo, L1 O Lo regular.

c) Wenn L regular, dann ist L* regular.

d) L ist nur dann regular, wenn dies nach a), b) oder c) gilt.

Bemerkung: Die Klasse der regularen Mengen (Sprachen) ist die kleinste Klasse, die alle
Elementarsprachen umfal3t und abgeschlossen ist gegenuber Summe, Produkt und Iteration
(Kleenesche Algebra).

Definiton: Regulare Ausdricke (Terme) tber X
a) U, & x O X sind regulare Ausdrucke. (Eigentlich Zeichen(jre, x.)
b) Wenn T, H, T2 regulare Ausdricke, dann sind auch <T>; (1 T2) und
(T1 Tpo) regulare Ausdriicke.
c) T ist genau dann ein regularer Ausdruck, wenn er nach a) oder b) gebildet ist.

Beispiel: Die Zeichenketten (<(0 + (1 0))>1), <((1 +€) - 0)> und << 0 >> sind regulare
Ausdriicke uber {0,1}.

Automatentheorie und Formale Sprachen S.Gerber
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1. Endliche Automaten

Definiton: Interpretation Int reguléarer Ausdriicke
-Int0 =0 (leere Menge),
- Inte = {g},
- Int x = {x},
-Int<T>=(Int T)*,
-Int(Tq + Tp) =IntT1 O Int To,
-Int(T1-To) =IntTy O Int T

Die Funktionint ordnet jedem regularen Ausdrutleine reguldre Mengat T zu.

Klammereinsparungsregeln bei regularen Ausdriicken nach Prioritaten der Operationen:
- Iteration bindet starker als Produkt,
- Produkt bindet starker als Summe.

Bei geklammerten Ausdriicken in < > kénnen Aul3enklammern entfallen.

Beispiele:
a)  Int(<(0+ (2 0)>-1)=Int<(0+ (1 0))>0{1} = ({0} O ({1} °{O})* ©{1}
mit Int<(0 + (- 0))> =(Int (0 + (2 0))*
b) Int<d>=(Intd)*=0*={¢}, Int<e>= (Inte)* ={e}* ={ ¢}

Definiton: Aquivalenz von regularen Ausdriicken
Die regularen AusdruckeqTund T heiReraquivalent wenn ihre Interpretationen
die gleiche regulare Menge beschreiben, dih=To gdw. Inth =IntTo

Beispiele:
a) >~ <e>~¢,
b) €-T) ~(T-¢)~T,
c) @+T)~(T+0O)~T,
d) <<T>>~<T>,
e) ((T-<T>) +g) ~ <T>,
AT TY+(T-T2)~ (T (T1+T2)

Automatentheorie und Formale Sprachen S.Gerber
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1. Endliche Automaten

Satz. Zu jedem regularen Ausdruck T existiert ein endlicher Automag+bibergangen, der
die Sprache Int T akzeptiert (Automatensynthese).

Beweis: Induktion tber die Anzahl der Operatoren in T. Zusammensetzen der Automaten fur
die Konstituenten von T mit Hilfe vore-Ubergangen. Wenn g\ A1, A2 mit den
Anfangszustandenga &, & und den Finalzustandeng,bby, bp, die den Ausdriicken

To, T1, T2 zugeordneten Automaten bezeichnen, dann ergeben sich fur die Ausdricke
<Tg>, <Tp+ Tp>, (T1:Tp) folgende Automaten:

<T0>

(TL+T2)

Automatentheorie und Formale Sprachen S.Gerber
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1. Endliche Automaten

Beispiel: Konstruktion eines akzeptierenden Automaten zum Ausdruck ((0 - <1>) + 1):

Automat fur O:

Automat fur 1:

Automat fur 1:

OO O
OO O

Automat fur <1>:

Folgerung: Nach den vorhergehenden Satzen gibt es zu jedem regularen Ausdruck T einen
endlichen deterministischen Automaten (obgbergange) A mit L(A) = Int T.

Automatentheorie und Formale Sprachen S.Gerber
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1. Endliche Automaten

Beispiel: Die durch den Ausdruck ((0 - <1>) + 1) beschriebene Sprache (reguldre Menge)
wird durch den Automaten mit dem nachfolgenden Transitionsdiagramm akzeptiert.
(zg Anfangszustand,jz zp Finalzustande,ZMullzustand).

Satz. Jede von einem deterministischen endlichen Automaten akzeptierte Sprache ist regular,
d.h. es existiert ein regularer Ausdruck, der diese Sprache als Interpretation besitzt.
(Automatenanalyse)

Beweisidee: Konstruktion des Ausdruckes durch Zusammensetzen aus Konstituenten, die den
globalen Zustandsiibergangen des gegebenen Automaten entsprechen.

Folgerung: Eine Wortmenge (Sprache) ist genau dann regulér, wenn es einen sie

akzeptierenden endlichen Automaten gibt. (Regulare Ausdricke und endliche
(nichtdeterminisitsche) Automaten (reitUbergangen) beschreiben dieselbe Sprachklasse.)

Analyseverfahren: (Konstruktion eines regularen Ausdruckes zu einem endlichen Automaten)

Wenn der Ausdruck Tij" die Menge aller Worter beschreibt, die den Automaten vom Zustand

zi in den Zustand jzuberfuhren, und dabei hochstens die ersten k Zustdnde aus der
Zustandsmenge Z = {z ..., 7} als Zwischenzustande auftreten, dann gilt

Tijk =(Tet O< Tt > DTk:'(_l) + Tijk_l

Ausgehend von TijO: U x bzw. (¢ + U x) falls i = |, wobei f die
z;=f(x.z) z;=f(x,z)
Uberfuhrungsfunktion des Automaten A bezeichnet, kann L(A) durch den Ausdruck

U Tk beschrieben werden.
7 OF

( Dabei bezeichnetjzden Anfangszustand und F die Menge der Endzustande von A.)
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1. Endliche Automaten

Beispidl:
Gegeben sei der Automat A nach dem Transitionsdiagramm mit dem Anfangszustand zq und
dem Endzustand zp.

1
Dievon A akzeptierte Sprache wird beschrieben durch den Ausdruck
Té = (T112 [x T212 > DTzlz) +T112 mit

T112 :(Tl(i K3 T12> DT12)+T12 ’—rl(izo’-rlg:l
T212 :(Tz(i K3 T12> DT12)+T231T201:D!T202:(0+1)-

Damitergibtsich T, = (0 -<0>-1+(0+1))~(0+1).

T, = (0-<0>-1+1)~ <0>1,

T2 ~ (<0>-1- <0+1>-(0+1)+(<0>:1)~(<0>-1-<0+1>)
und L(A) ={plqOpO{0}* O qO{0,1}*} =Int T3.

Syntheseverfahren:

Konstruktion eines endlichen deterministischen Automaten als Akzeptor einer regularen
Menge L Uber X.

1. Konstruktion tber Derivatenbildung:

Dp(L) ={qOpgOL } Derivat von L bzgl. p O X*.
D(L) = {Dp(L) Op O X*} Derivatenmenge von L

Behauptung:
a) Dg (L) =L, Dpg(L) = Dg(Dp(L)).
b) Wenn L regular, danndpL) regular fir alle g1 X*.
c) Wenn L regular, dann D(L) endlich.
d) Wenn L regular, dann existiert ein endlicher Automat A= (X, D(L), f, L, F) mit
f(x, Dp(L)) = DpX(L), wobei Dp(L) OF gdw. e DDp(L) und L= L(A).

Die Derivatenmenge von L kann sukzessive durch Derivatenbildung bzgl. x konstruiert
werden. Dazu sind ausgehend vom reguldren Ausdruck (Term) T, der L als Interpretation
besitzt, die x-Nachfolger (x Nf T) von T mit Int(x Nf T) =Int T) zu bilden.

Konstruktion der x-Nachfolger von T:

a) T=0,e x0OX: xNfT=¢ falls T =x, sonst].
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1. Endliche Automaten

b)
T=<Tp>: XNfT =(XNfTg)-T
T=(T1+To): XNfT =(xNf T{+xNf To)
T=(T1-Ty): XNfT =(xNf(T11-To)+ xNf(T12-Tp)) fdlsT1=(T11+T12)
(T4 kein Produkt): =((XNfT1)-T7) +xNf To) falsT1=<T1>
=To falsT1=x
=xNfTo falsT1=¢
=0 sonst
Beispie: T=0-<1>+1
1
Zo o<1> + 1 > e |2
0 0, 1
z, |<1> - 2 o5 | %3

I\ 0, 1

ONf(0<1>+1)=(<1>+0)~<1>,1INf (0-<1>+1)=(0 - <1>+¢) ~¢,
O Nf<1>=0-<1>~0,1Nf<I>=¢g-<1>~<1>xNfe=0 ,x Nf O=0 furxO{0,1}.

2. Konstruktion Gber Indexmengen:

Wir gehen zunachst vom Term TwgX, W,...X; W, zu einem wiederholungsfreien Term

T= WoXi11W1---Xinan uber, wo w Zeichenfolgen tber {(,), {,}, +, edp} sind und in dem
jedes Alphabetzeichen an allen Stellen, in denen es im Term auftritt, unterschiedliche obere
Indizes tragt. Wir bezeichnen durglill’) die Menge aller oberen Indizes von x in T'.
Weiter sei B(T') ={i/exist. p mit pOInt T'}
die Menge aller Indizes von x, mit denen Wérter aus Int T' beginnen und
N( I, T) = {j / exist. p, X", x OX, i O mit px' ¥ qOInt T’} die Menge aller
Indizes, mit denen x in Wortern aus Int T auf einen Index aus | folgt.
Der Automat A = (X, Z1 zo, f, 2o, F) mit z I(T") fir zOZ, xOX und
f(x, zo) = E(T") OI(T"), f(X, 2) = Ni(z, T") Ul(T") und
zo0F gdw. élint T' bzw. ZIF gdw. exist fiX*, x OX, i Oz mit pXCint T*
akzeptiert L =L(A) =IntT.
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1. Endliche Automaten

Beispid: T'=(0'< *>+ 1), Ey(T") = {1}, E«(T") = {3}, f(0, zo) = {1}, (1, zo) = {3},
f(1, {1}) = {2}, (1, {2}) = {2}, sonst f(x, z) = &, und F={{1}, {2}, {3}}
A =({0, 1}, {zo, 1, 2, 3,d}, f, zo, F) akzeptiert die Sprache L(A) = Int T = @11.

e W @ @ o @_,0 )~ 1
of 3 ® & > o h\ o\ ;o
1| @ @2 @ o o

@W 0.1

1.3 Eigenschaften regularer Sprachen und endlicher Automaten

Satz Pumping-Lemma
Zu jeder regularen Menge L uber X gibt es eine naturliche Zahtm daf? fur alle
Worter p00 L mit | (p) = n_ gilt : Es existieren Worter u, v, Wl X* mit| (uv)<n_
und | (v)=1so, dal p=uvw und fir allei0 istuvw O L.

Beweis: Es existiert ein endlicher deterministischer Automat A = (X, Zp,fF3 mit L(A) = L.
Wahle n = [ZO. Far ein Wort p = % ... Xip O L mit m = n_ missen zwei der
(m+ 1) Zustande gi= 7g, f (Xiq, z9) = zig, ... , T (P, ) = zim O F gleich sein.
Wenn zj = zig, dann ks n_, p=uvw und f(u,@) = zij , (v, zi) = Zik ,
f(w, zik ) = Zim , dh. u =3 ... Xj, V= Xij+1) ... Xk , W= Xi(k+1) - Xim |
I(uv)=k<n , I(v)=21und uw 0L, denn ausf(u,oz):zij = Zik ,
f(w, zig ) = zim und  f (v, 2¢) = zik folgt f(uvw, zg) = zin O F flr alle i= 0.

Bemerkung: 1) n kann als die Anzahl der Zustéande des Automaten mit der kleinsten
Zustandszahl gewahlt werden, der die Sprache L akzeptiert.
2) Mit p enthalt L unendlich viele Worter der Formwv. _
3) Der Satz besagt nicht, daR jedes hinreichend lange Wort die Fdmwm uv
fureini >0 hat.
4) Wenn der Satz nicht gilt, dann ist_L niakguléar. Aus der Gultigkeit des
Satzes kann aber umgekehrt nicht die Regularitat geschlossen werden .

Beispie: a) L={0d'1" |n=01} ist nicht regular, denn sonst existiert ejn>n0 mit
oL 1L = uvww , I(uvkn_ und I(v)=1. Es istdemnach u ¥,
v=0WV,K6 w= dL-nu-nv 1NL , uw = mL-nu-nv 1nL ynd n-ng-ny <n.
also uw nicht in L . Widerspruch zum Pumping-Lemma.
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1. Endliche Automaten

b) L = { on2 | n =11} ist nicht regular, denn sonst existierf re= 0 mit
0NL2= uvw, 11 (v)<n, T(u)+1(v)+1(w) = p2, n2 = | (uw)
<l(uw)=m2 +1(v)< n2 +n<(n+l¥ unddaraus folgt Ww
nichtin L.

Satz.
Sei A ein endlicher deterministischer Automat tiber X mit n Zustanden.
a) L(A)# O genau dann, wenn einpL (A ) mitl ( p ) < n existiert.
b) L( A) nicht endlich genau dann, wenn elfLpA ) mitn<I(p) < 2n existiert .

Beweiss a) Wenn L ( A )# O , dann wahle ein kirzestes Wort(pL ( A ).
Annahme: I(p )= n . Nach Pumping Lemma gilt p = uvw und GA( A ) mit
| (uw) < I (p). Widerspruch zur Wahl von p. Gegenrichtung evident.

b) SeipdL(A)mitn<|(p)<2n.Dann gilt nach Pumping Lemma p = uvw

unduvw O L (A) furallei=0, d.h.,, L (A) nicht endlich. Wenn L ( A) nicht
endlich, dann existiert einlp L(A) mitl(p )= n.
Annahme: Es gilt immer I( p )= 2n. Fir ein kirzestes dieser Worter gilt nach
Pumping Lemma p =uvw mitdl (v)<nunduwldL (A). Also gibt es ein
kirzeres Wort als p oder | ( p ) < 2n. Widerspruch zur Annahme.

Satzz Komplementabgeschlossenheit
Wenn LO X* regular, dannistauch = X*\ L regular.

Beweis: Ist L regular, so existiert ein Automat A mit L = L ( A) undlpL gdw.
f(p, zo)UF. Damit existiert ein Automak = (X, Z, f, 75, Z\F) mit L(A ) = X*\ L.

Satz.  Schnittabgeschlossenheit
Wenn Ly, Lo O X* regular, dann ist auch iLn L» regular.

Beweis:. Zu Lj existiert ein endlicher Automatj A ( X, Z, fj, zpj, Ffj ) mit Lj = L ( Aj ).
Dann akzeptiert der Automat A = (X, (& Zp),f, 9, F) mit = (201,202),
F=FRx P, f(x, (z1, 22)) = (f1(X, 1), fo(X, z2)) die Sprache L (A)=4n Lo.

Satzz Substitutionsabgeschlossenheit
Sei LOX* , Ly OY* firjedes x0X und h:Xo 2Y" mit h(x)=ly,
h(L) = gh(p) , h€) ={e},h(px)=nh(p)e h(x).
p

Wenn L, Ly regular fur alle & X , dann istauch h (L) regular.

Beweis: Fur beliebige LO X* und g O X* qilt:h(L10 Lp)=h(L)0 h(L),
h(Lye Lp)=h(ly) ° h(Lz), h (") =hLo* ,h(pwp2)=h(p) ° h(m).
Aus Ly regular folgt h (p) regular und mit Kleeneschen Operationen auch h (L)
regular.
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1. Endliche Automaten

Satzz Homomorphieabgeschlossenheit
Essd h:X* - Y* mit h(x)OX furalle xOX und (L) ={p|h(p)OL}.
Wenn L regulér, dann ist auchliL ) regulér.

Beweis: Es existiert ein endlicher Automat A = (X, Z, &) mit L (A ) = L. Wir
konstruieren den AutomaterA = ( X, Z, f, zg, F ) mit f(x, z) = f(h(x), 2).
Es ist zu zeigen: f(p, @@ = f(h( p ), ) fur beliebige pO X* , d.h.
L(A) = rl(L(A)) =hL(L) bzw. pOL(A) gdw. h(p)J L gdw. pO hiL).

Beispiel: X={a,b},Y={a b,c},
sich pyl({a" bd |nz
Mit ho (a) =0 b (
ho ({ahbdlin=1})={0
dann wére auch oh( hy"l({anb &
regular.
Widerspruch zum Pumping-Lemma, also istfktad!|n> 1} nicht regular.

)=a,h(b)=ba,h(c)=a.Dann ergibt
na bcet ={d bd1l|n=1}
1,k (c)=1 ergbt sich weiter
>1} Wenn{dbd |[n=1}regular,
n=1})n a*bc*)={011N|n=>1}

ST

Satzz  Quotientenabgeschlossenheit
Sei RO X* reguléar, dannist R/ L ={ pexistiert qC] L mit pq R } (Quotient von R
nach L) fir beliebige 0 X* regular.

Beweis: Wenn R von A = ( X, Z f, @ F ) akzeptiert wird, dann
wird R / L von dem Automaten A" = (X, Z, fgzF") mit F" ={z/zO Z und es
existiert g0 L mitf (q, z)OF} O Z akzeptiert.

Die Konstruktion ist nicht effektiv, dald L u.U. nicht entscheidbar ist.

Beispiel: a)R=0*1*,L={01"|n=1}, R/L=0*
b)R=10*1 ,L=0*1* , R/L = 10*

Definition: Agquivalenz von Automaten und Zustanden

a) Zustandeizl Z; der Automaten A= ( X, Y, 7, fj, g ) heil3en aquivalent
(z1~22),wenn g (p,z1)=p (p, ) faralle pl0 X* .

b) Initiale Automaten A= ( X, Y, Z, z, fj, g ) heien aquivalent A~ Ap),
wenn 3 ~ 2.

c) Automaten A= ( X, Z, fj, z, F ) heilRen (sprach-)aquivalent {A~ L Ap),
wenn L (A )=L(A2).

d) Zustande jzL] Zj der Automaten A= ( X, 4, fj, zpj, Fj ) hei8en
(leistungs-)aquivalent qzl1zp), wenn L(A7) =L (A2) mit
Ai=(X 4.1, 7, F)
(L(A’j) =Laj (z ) wird als_Leistung von;jbzgl. A bezeichnet. )
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Satzz Bestimmung aquivalenter Zustande

Fir die Zustande;j 21 Z; der endliche AutomatenjA (X, Y, Zj, fj, g) gilt:

a) Aus 7 ~ zp folgt f1(p, z1) ~ fo(p, 2o) fur alle pd X*

b) Wenn es ein & 0 gibt, so dal3 fur alle [@ X* mit I(p) = n gilt:
a1(p, z1) = (P, 2) und #(p, z1) ~ f2(p, ), dannist 7 ~ 2.

c) Fur Zustandeyz zp U Z des endlichen Automaten A=(X, Y, Z, f, g) mit
|Z|=n>0 gilt: 3 ~ 2 genau dann, wenn g(py)z= g(p,2) fur alle pU] xn-1,

Bemerkung: Fur n = 1 folgt aus a) und b}j # z genau dann, wenn flr allelxX:
a(x, z1) = g(x, ) und fi(x, z9) ~ f2(x, 2)

Beweis: a) Aus g(pd, z1) = g(pa, 2) fur alle pdIX* folgt: g1(q, f1(p.z1) = (a. f2(p, 22))
fur alle qOX*.

b) Fur alle p, g0 X* mit I(pq) = n ist
a(pa, 1) = a1(p, 1) 91(a, fa(p, z1)) = (P, 22) 92(q, f2(p, 22)) = R(pa, 2).

c) Konstruktion der Klassen aquivalenter Zustande (Aquivalenzklassen):
Gegeben sei der endliche deterministische Automat A = (X, Y, Z, f, ¢Z|mmitl.
Wir bilden die Relationenj~tiber Z nach der Vorschrift:

z1 ~1 Z2 genau dann, wenn g(x)z= g(x, 2) fur alle xX,

71 ~j+1 Z2 genau dann, wenn zj zp und f(x, z) ~ f(x, zp) fur alle xX.
Damit konstuieren wir die Folge von Zerlegundgr= (K'y, ... ,Klpj) Uber Z mit
Kij 02z Kijn Kl =0 fir j#1und Uk, =z

j=1

Behauptung: 1) ~i sind Aquivalenzrelationen tiber Z € Z / ~ Restklassensystem von Z
nach +.)
2) 71 ~i z2 genau dann, wenn g(py)z= g(p, 2) fur alle gIX* der Lange< 1.
3) nj < nj+1 d.h.Zj+1 Verfeinerung vorZ; (nj Index von ).
4) AusZj = Zj4+q folgt Zj = Zj+ fur alle k= 1.
5) Min{i | Zj =Zj+1} <|Z|-1 (Verfahren bricht ab.)
6) Aus 2 ~n-1 z2 fur|Z| = nfolgt z ~ 2.

Beispiel:
|zg z1 zp z3 Z4 z5 Zg

0 74,0 1 4,1 7, 1 2, 0 Z, 0 z, 1
1 71,1 z3,0 z3,0 1 1 2,1 z,0

entsteht die Zerlegungsfolge Z1={{zozn 25} {z1. 22,25}, {23} },
Z2={{zo.z4}.{z1. 22,26}, {23}, {z5}},
Zz3={{zozu}{z1. 2} {z3}{z5}{z6}},
Z4=23,

und demnach die Zustandsaquivalenzem ~zz4 und 7 ~ 2 .
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Bemerkung: a) Fir den Automaten A = ( X, Z, fgpzF ) mit |Z| = n > 1 wird als
Ausgangszerlegun@q ={F, Z\ F} genommen.
Dann gilt z ~ z genau dann, wenny z2n-1 22.

b) Zur Konstruktion der Aquivalenzklassen wird haufig ein
Ausschlul3verfahren verwendet, indem diejenigen Zustandspaare bestimmt
werden, die nicht in der Relation ~i stehen. Fir den im Beispiel gegebenen
Automaten entsteht damit die nachfolgende Tabelle, wobei die Zahlen

die Beziehung # i fur das jeweils kleinste i und * die Aquivalenz fir
die entsprechenden Zustandspaare angeben.

7Q 4 y49) 73 Z4 yds
z1 1

y4p) 1 *

z3 1 1 1

Z4 * 1 1 1

z5 2 1 1 1 2

Z6 1 3 3 1 1 1

c) Fur initiale endliche Automaten A = ( X, Z, fp,ZF ) sei p x g genau
dann, wenn f(p,@)=f(q9, ) .
Ausp » q folgtfuralle uJ X*: pu ~p qu (Rechtsinvarianz ).
[p] = {d|l p A g} sind Aquivalenzklassen bzgl.a~.SeiL= [p]
und A=(X, Z f,p F) mtgp=[c], Z={[p]]|p0X}
F={{pllpdL} f(x,[p])=[px],dannistL =L (A).

Satz. Entscheidbarkeit der Sprachaquivalenz
Die Aquivalenzrelation ~L ist fur endliche Automaten entscheidbar.

Beweis: Die von den endlichen Automaten A ( X, 7, fj, z, F ) akzeptierten Sprachen

L ( Aj ) sind regular und damit nach fruheren Satzen auch die Sprachen
L(A)=X/L(A), L= (L(A)nL(A2))O(L(AL)nL(A2)).

Es existiert demnach ein  endlicher Automat 3 it L = L ( A3z ).
Weiter gilt pO L (A3) genau dann, wenn [pL ( Aj) und pOL ( Aj ) fur i # |

und i,j=1,2 ,d.h,L(A)Z L(A2).

Damit ist Af ~LAp ,d.h., L(A)=L(A2) genaudann, wenn L (A =0 .

Diese Eigenschatft ist aber fur endliche Automaten nach friherem Satz entscheidbar.

Satz. Index von Aquivalenzrelationen regularer Sprachen
FarLO X* sei p R g genau dann, wenn fir allduxX* : pu O L gdw. qul L.
Die Anzahl der Aquivalenzklassen des Restklassensystems [ XheRt der_Index

von R .

L ist genau dann regular, wenn der Index vgneRdlich.

Beweis: a) Zu L regular existiert ein endlicher Automat A = ( X, Z,¢f, E ) mit L(A) =L.
Entsprechend der Bemerkung c) flr initiale Automaten kann Z = X brd
F={[p] | [p]OL} mit [p] = Aquivalenzklasse von x- , in der p liegt,
dh,L={[p] | f(p.3)0F}.
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Aus[p] O X*|~A folgt[ p] OX* |~L , denn wegen Rechtsinvarianz von
~A gilt puOL gdw. quUL furalle u X* unddamit p R q.
Also ist ~A eine Verfeinerung von |Rund der Index von Rendlich.

b) Wenn der Index von |Rendlich ist, dann ist der oben angegebene Automat A
mit zg=[¢e], f(x,[p]) =[px] (unabhéngig von der Wahlvonp aus[p])
endlich und wegenf (p,g)=[p] furallepdX* gilt L=L(A).List
demnach regular.

Beispiel: Fur L =0*10* und A nach Tabelle

lz0  zn 2z 723z 74 75
0 4} Z0 z4 z4 z4 z5
1 Vap) z3 z5 z5 z5 z5

mit F = { zp, z3, z4 } entstehen als Klassen vonp ~die durch folgende Terme
beschriebenen Wortmengen:
(00)*, (00)*0, (00)*1, (00)*01, 0*100, 0*10*1(0+1)*.
R( besitzt die Klassen 0*, 0*10*, 0*10* 1(0+1)*.
Also wird L durch (00)* 1 + (00)*01 + 0*100* beschrieben.

Definition:_Reduzierter Automat
a) Ein Automat A = ( X, Y, Z, f, g ) heildt reduziert , wenn fir aljel(zZ
aus 7 ~ 2z folgt 2z =2z, d.h., Zustande von A sind paarweise inaquivalent.

b) Der Automat A heil3st Reduzierter vom Automaten A, wenp Aeduziert
und zu A aquivalent ist.

Bemerkung: Nichtinitiale Automaten sind genau dann aquivalent, wenn sich ihre Zustande so
aufeinander abbilden lassen, dal3 jeder Zustand zu seinem Bild aquivalent ist.

Satzz Existenz und Eigenschaft von Reduzierten
a) Zu jedem Automaten gibt es einen Reduzierten

b) Alle Reduzierten eines endlichen Automaten besitzen die gleiche Anzahl von
Zustanden.

Beweis: a) ZUuA = (X, Y, Z, f, g) konstruieren wir=( X, Y, ZR, fR, QR ) Mit ZR = Z | ~
(Restklassensystem von Z nach ~ )R fx, [z])=[f(x, 2z ) ] und
OR(X,[z])=9(x,z). (Die Definition vorgf und g ist unabhéngig von der
Auswahl der Reprasentanten aus den Aquivalenzklassen [ z ] von z.)

Die Automaten A und A& sind aquivalent, da z ~[z] fur allélzZ.
ARistreduziert,daaus[z] ~ [z'] folgt [z]=[Z"] fur alle Z]Z.

b) Wenn AR und AR" Reduzierte von A sind , dann gilt A~ A ~ AR . Ware
|ZRl < |4R’| , dann mifdten verschiedene Zustande k] ZR" existieren, die zu
einem Zustand von @ aquivalent und damit auch untereinander aquivalent sind.
AR ware demnach nicht reduziert.
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Folgerung: Minimalautomat

In der Klasse aller zu einem endlichen Automaten aquivalenten Automaten gibt
es bis auf (Zustands)-Isomorphie genau einen Automaten(Minimalautomat), der
reduziert ist und unter allen Automaten dieser Klasse die kleinste Anzahl von
Zustanden besitzt.

Beispiel: Zum Automaten aus dem vorrangegangenen Beispiel (Bestimmung augivalenter
Zustande) entsteht der Minimalautomat mit nachfolgender Tabelle.

|zg z]' z3 z5 zg
0 [ zg', O 2,1 7, 1 75,0 71
1 |21, 1 z3,0 7,1 1 z3,1

Dabei entsprechen den Zustanden die Aquivalenzklassen:

zo0=[20]1={z0. 24},
z1=[z1]1={z1. 2},
z3'=[z3]1={2z3},
z5=[z5]1={z5}und
z6=[z5]1={2z6}.

Bemerkung: a) Die Konstruktion des Minimalautomaten kann analog auch fur Automaten
A= (X Z f zo, F ) angewendet werden. Bei der Bestimmung der
Aquivalenzklassen [ z ] wird von der Anfangszerlegung ( F, Z\F )
ausgegangen. Fur initiale Automaten sind nur diejenigen Aquivalenzklassen
als Zustande des Minimalautomaten von Interesse, die vom Anfangszustand
zp aus erreichbare Zustande enthalten. Fur endliche Automaten ist diese
Eigenschaft entscheidbar und der zu A gehdrige Minimalautomat A= ( X,
Z',f,zy, F)ist bestimmt durch Z'= { [ z|]z erreichbar von@,zg'=[ 79 ],
F={[z]|[z]OZ undzOF} und f (x,[z])=[f(xXx,z)], wobeidie
Festlegung von f* unabhangig von der Auswahl des Reprasentanten z aus [ z ]

ist und wegen f(p, [@])=[f(p 7o) ] fur alle pO X* auch
LA)=L(A").

b) Die Aquivalenz von endlichen Automaten kann durch den Vergleich der den
Automaten zugeordneten Minimalautomaten Uberpruft werden. Die
Automaten sind aquivalent, wenn es eine eineindeutige Zuordnung zwischen
aquivalenten Zustanden der Minimalautomaten gibt, d.h., die Minimal-
automaten zustandsisomorph sind, sich also nur in der Bezeichnung ihrer
Zustande unterscheiden.
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1. Endliche Automaten

1.4 Spezielle Automaten und Anwendungen

Definition: Moore - Automat

Eine Struktur A = ( X, Y, Z, f, h) heil3t ein deterministischer Moore-Automat,
wenn X, Y, Z nichtleere abzéhlbare Mengen und f bzw. h Funktionen auZ X
bzw. ZinZ bzw. Y sind.

Bezeichnung: h heil3t_Markierungsfunktion und h ( zD Y Markierung von Z. Die nach

bisheriger Definition eingefuhrten Automaten werden auch Mealy-Automaten

genannt.

Bemerkung: Moore-Automaten kdnnen als spezielle Mealy-Automaten aufgefal3t werden, bei
denen Uberall dort, wo derselbe Folgezustand angenommen wird, auch dieselbe
Ausgabe erscheint. Die Ausgabe kdnnte auch in Abhangigkeit vom Vorzustand
festgelegt werden. Endliche Moore-Automaten sind als Transitionsdiagramme

(Moore-Diagramme) oder Tabellen darstellbar.

Definition: Moore-Diagramm

Ga = (Z, K, h) hei3t_Moore-Diagramm ( Moore-Graph ) des endlichen Moore-

Automaten A= (X,Y,Z f,h),wennK={(z,x,42=f(x,z)}mitxOX;

z,z'07Z.

Beispiel: Dem Moore-Automat nach Tabelle

f ZQ Z1 Z2 z3
00 vy yip) ZQ ydp)
01 ysp) z1 z2 Z1
10 ysp) z1 z2 Z1
11 Al Z3 Z1 Z3
h 0 0 1 1
entspricht das Diagramm
01, 10

00
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1. Endliche Automaten

Bel der Beschreibung des globalen Verhaltens eines Moore-Automaten ist das Ausgabewort

zu bestimmendurchg (g, z)=eundg(px,z)=9(p,z)h (f(px,z)).

Bei der Aquivalenz £ ~ 2z st fur Moore-Automaten neben gleichen Ergebnisfolgen
a( p, 3 ) fur alle p X* auch die gleiche Markierung hjzu fordern.

Die anderen Begriffe lassen sich auf Moore-Automaten entsprechend tbertragen.

Die Gleichwertigkeit der beiden Automatenbegriffe begriindet der folgende
Satz.  Aquivalenz von ( Mealy- ) Automaten und Moore-Automaten

Zu jedem Automaten A = ( X, Y, Z, f, g ) exisitiert ein dquivalenter Moore-Automat
A=(XY,Z,f, h).

Bewels: Konstruktion des Moore-Automaten A"
Z=Yx Z f(x,(y,2))=(9(x,2),f(x,2)) und h'(y,z) =y furall&l X,
yOdY,zO0Z. Wegeng'(p,(y,z))=9(p,z) fural&px*,ydyY, z0OZ qilt
(y, z) ~ z. Damit ist eine aquivalente Zuordnung der Zustande beider Automaten
gegeben, also sind A und A" aquivalent.

Bemerkung: Tatsachlich werden natirlich nur diejenigen Zustande (y, z ) aus Z  bendtigt,
wo z in A mit der Ausgabe y markiert ist.

Beispiel: Zu dem Automaten , der dem Dualaddierer entspricht, entsteht als aquivalenter
Moore-Automat mit g=(0,0), =(0,1), 2=(1,0), 3=(1,1)der
Automat im vorhergehenden Beispiel.

In Erweiterung der Zugriffsmoglichkeit auf das Eingabeband fuhren wir zweiseitige
Automaten ein nach

Definition: Zweiseitiger endlicher Automat

Eine Struktur A = ( X, Z, f, @ F ) heil3t_zweiseitiger deterministischer endlicher
Automat ,wenn X, Z nichtleere disjunkte endliche Mengeng,[kZ Z
(Anfangszustand), FO Z (Endzustandsmenge) und f eine Funktion
(Uberfuhrungsfunktion ) von % Z in Zx{R,L} ist.

Bemerkung: Die Erweiterung der Funktion f mit Hilfe der Menge { R, L } beschreibt die
Fahigkeit des Automaten das Eingabeband nach rechts (vorwarts) und nach
links (rickwarts) zu lesen. f(x,z)=(z",R) bzw. (z’, L) bedeutet, dal3 der
Automat im Zustand z das Eingabeelement x liest , danach in den Zustand z’
Ubergeht und auf das nachste bzw. vorhergehende Element des Eingabebandes
eingestellt wird. Das globale Verhalten eines zweiseitigen Automaten kann
durch Worter (Konfigurationen) pzq aus X* Z X* und einen Ableitungsbegriff
A} iiber diesen Wortern beschrieben werden.

Die Konfiguration pzq besagt, dal3 auf dem Eingabeband das Wart Xpq
steht, und der Automat im Zustand z das erste Zeichen von q liest. Wenn g =
dann hat der Automat das rechte Ende des Eingabebandes erreicht.
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Definition: Globales Verhalten zweiseitiger Automaten

Sei A=(X,Zf,zg9, F) ein zweiseitiger Automat, p, p’, gogX* ,x O X

und z, z0 Z.

a) Aus dem Wort pzxq heit das Wort p'z’q” direkt ableitbar (in Zeichep) A
genau dann,wenn p'=px,q=q’, f(x,z)=(2,R) oder es gibt EitXx
mitp=p'x,q=xxq,f(x,z)=(z,L).

b)L(A)={p| np A} pz.zOF , pO X*} heiRtdievon A
akzeptierte Sprache.

Bemerkung: Das linke Ende des Eingabebandes kann nicht Giberlesen werden. Fur das Wort pz
¢ ist keine Ableitung definiert. AF* bezeichnet die transitive Hiille von A F .
Ein Wort p wird von A genau dann akzeptiert, wenn A im Zustgpdias
Anfangszeichen von p liest und nach vollstandiger Eingabe von p (rechtes Ende
des Eingabebandes) einen Endzustand aus F erreicht .

Beispiel: Gegeben sei der zweiseitige Automat
A=({0,1},{z0. 21,22} ,f, 20, {20, 21, 22 } ) mit der Tabelle

f |zg 21 Z2
0 (z0, R) (z1, R) (0, R)
1 (21, R) (2, L) (z2, L)

Im Zustand g bewegt sich A auf dem Eingabeband solange nach rechts bis eine 1
gelesen wird. Danach geht er in den Zustapdizd liest das Eingabeband weiter
nach rechts, bis eine zweite 1 auftritt, geht in den Zustaoa fuhrt die Operation

L aus . Er bleibt in diesem Zustand, bis nach links die erste 0 gelesen wird. Dann
geht er in den Zustangyzind beginnt an dieser Stelle des Eingabebandes erneut zu
lesen. Fir p = 101001 entsteht die Konfigurationsfolge0¥001, 12701001,
1011001, 1201001, 10g1001, 1017001, 1010701, 10100z1, 1010201,
10100p1, 101001z . Also ist 101001 ein Wort der von akzeptierten Sprache
L ( A ). Diese Konfigurationsfolge lait sich auf dem Eingabeband wie folgt

darstellen.
| ¢+ | o | 1 | o | o | 1 |
Q0 - 71 - 1
Z2
0 - 21 - 21 - 24
Z2
0 - 71

Bemerkung: Folgen von Zustanden, die beim Uberschreiten einer Stelle im Eingabewort
angenommen werden, sollen Kreuzungsfolgen heiRen. Im vorhergehenden

Beispiel sind die Folgengz z1 und 7, zp, zy solche Kreuzungsfolgen.
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Fur Kreuzungsfolgen gelten folgende Eigenschaften:

a) Wenn p von A akzeptiert wird, kann_in keiner Kreuzungsfolge in der Ableitung fur p
ein Zustand mehrfach mit derselben Durchlaufrichtung auftreten, da sonst Zyklen
entstehen und das Ende von p nicht erreicht wird. Bei n Zustadnden konnen demnach nur
Kreuzungsfolgen bis zur Lange 2n entstehen.

b) Das erste Uberschreiten einer Wortstelle muRR nach rechts erfolgen. Weitere
Uberschreitungen geschehen in alternierenden Richtungen. Beim Annehmen des i-ten
Zustandes einer Kreuzungsfolge wird eine Wortstelle nach rechts bzw. nach links
Uberschritten, wenn i ungerade bzw. gerade ist. Wenn p akzeptiert wird, haben alle in
der Ableitung fur p auftretenden Kreuzungsfolgen ungerade Lange.

Satz: Aquivalenz ein- und zweiseitiger endlicher Automaten
Zu jedem zweiseitigen endlichen Automaten A gibt es einen quivalenten einseitigen
endlichen Automaten A" ,d.h. L (A) ist regulér und es gilt L(A) =L(A").

Beispiel: Zu dem im vorherigen Beispiel angegebenen zweiseitigen Automaten entsteht der
nichtdeterministische Automat mit dem Transitionsdiagramm und den Endzustanden
zg, z1, wenn nur die von @ aus erreichbaren Kreuzungsfolgen als Zustande
bertcksichtigt werden. L (A ) =0* + (0*1) (0 + 01 )* =L ( A") = Menge aller
Worter, ohne 11 als Teilfolge.

0 0

L=

Endliche Automaten und regulare Mengen bzw. Ausdriicke werden bei vielen praktischen
Problemen als Beschreibungs- oder Darstellungsmittel eingesetzt. Bei der lexikalischen
Analyse von Programmen einer Programmiersprache z.B. kbnnen Automaten als Akzeptoren
der durch regulare Ausdrucke beschriebenen Nichtterminale eingesetzt werden. Die Verfahren
zur Automatensynthese sind dabei in Generatoren als Compilermodule implementiert. In
ahnlicher Weise werden Automaten in Texteditoren zur Erkennung von Zeichenketten
verwendet.

Endliche Automaten dienen auch als Beschreibungsmittel fir Schaltwerke. Hier wird die bei
geeigneter Kodierung der Automatenalphabete bestehenden Beziehungen zu Booleschen
Algebren ausgenutzt. Dazu fuhren wir ein

Definition: Binarkodierung

a) Jede injektive Abbildungp, von einer endlichen Menge M in die Menge
{0, 1} (M) mit I (M)=logy | M| heiBt eine Binarkodierung von M.

Bemerkung: - ®p(m) 040, 1 HM)  wird als Kodewort vom rii M

bezeichnet.
- Die Lange der Kodeworter ist abhangig von der Elementeanzahl
von M.
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- Zur Kodierung einer n-elementigen Menge M sind Kodeworter der
Lange | = kleinste ganze Zahl grof3er-gleichplog erforderlich.

n-1
Dabei sind H (2' = k) verschiedene Kodierungen maglich.

b) Die Abbildung® = ( ®x, Py, ®7 ) heildt_Binarkodierung des Automaten
A=(XY,Z 1 g) wenndx bzw.®y bzw.®z Binarkodierungen der
Mengen X bzw. Y bzw. Z sind.

Mit Hilfe einer Binarkodierungd kodnnen die Funktionen f und g des Automaten A durch
I(Y) + 1(Z) Boolesche Funktionengf(l< k < I( Z ) ) und 9 @=<j=s1(Y)) wie folgt
beschrieben werden :

fic (Dx(x), P2(2)) =Pz (F(x,2) X
g (Ox(x),®z(2)) =Py (@ (x,2)),

wo ®7(f (X, z )k bzw.dy(g (X, z )} die k-te bzw. j -te Stelle im Kodewort von f ( X, z)
bzw. g ( X, z ) bezeichnet. Die Binarkodierudginduziert einen Isomorphismus zwischen
dem Automaten A und der Booleschen Struktur ({0, 1.},.f,§z), . ... 9y))-

Werden weiter den Stellen der Kodewortek( x ) bzw. dy( y ) bzw. ®z( z ) die
Aussagenvariablery @zw. § bzw. ¢ zugeordnet, dann kdnnen wir die Funktiongn bizw.

S] durch die aussagenlogischen Formelgq tBzw. G reprasentieren, die bei den den
Kodewdrtern entsprechenden Variablenbelegungen genau dann den Wert 1 (wahr) annehmen,
wenn die k-te bzw. j-te Stelle im Kodewort fir f ( X, z ) bzw. g ( X, z ) den Wert 1 hat. Jedem
Kodewort f (x) bzw. f(z) entspricht dann eine Elementarkonjunktign (¥) in den
Variablen ¢ bzw. Ep( z ) in den Variablen jp, die genau bei der dem Kodewort
zugeordneten Variablenbelegung den Wert 1 annimmt. Damit ergeben sich die Formeln

B (e.p) =V  E(x)Ep(z)
P(f (% 2) k=1
Gj (e.p) = v B (x)Ep(2)

Py(g(x2))=1

wobei e bzw. p die Variablentupgl bzw. [k bezeichnen.
Wenn das Anweisungszeichen : = eine Zuordung mit Taktverzégerung bezeichnet, dann
kann bei der gegebenen Kodierung f der Automat durch das Aweisungssystem

= B(ep)  (EKksI(2))
jr=G(ep)  (%j=I(Y))

beschrieben werden.

Die Formeln B und G sind jetzt unter Benutzung geeigneter Schaltelemente ( Gatter )
durch Schaltnetze zu realisieren. Unter Verwendung von Verzégerungsleitungen um einen
Takt (Speicher) ist damit der Automat durch ein Schaltwerk ( etwa nach dem Modell von
Huffmann ) in der folgenden Weise beschreibbar:
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<
«

Verzogerungsleitung

Beispiel: Zum Automaten nach gegebener Tafel bzw. Transitionsdiagramm

(f, 9) | 9 z1 2, 23
X0 (2o Yo) (2o Yo) (22, Y0) (22, Yo)
X1 (z3. y1) (22, 1) (z1, o) (2o, Yo)
. 1
Z0 Z3
1
0 0
1
Z1 Zo
1 0

und der Kodierungd mit ®x(xp) = 0,Px(Xx1) =1, Py(yp) = 0,Py(y1) = 1,Pz(z0) = 00,
®7(z1) = 01,d7(zp) = 10, ®z(z3) = 11

erhalten wir die Booleschen Funktiongn fip und g mit folgenden Wertetabellen:

f e f f

P

—

—

N
—

©
I—‘OI—‘ON

OO OoOo|m
kool
NN e R =)

OO oo

O O OO
[ RN

R ool
R ORON
OCOoOrrF
ororP
corprf

Als Formeln entstehen
B1=(eplp2)0 (e plp2)O(e pl p2) U(e pl p2) = (e p1)0 (e pl)
B2=(e pL p2) U(e plp2) = (e p2)
C=(epl p2) U(e pl IOZ)f (e pl)

(= Zeichen fur Gleichwertigkeit)

w
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Der Automat kann also durch das Anweisungssystem
pl:= (e pl) (e pl)
p2:= (e p2)
rl:=(e pl)

beschrieben werden.

Das entsprechende Schaltwerk mit den Gattern & fur die Konjunktion bzwiur die
Alternative bzw.- fiir die Taktverzégerung (punktierte Eingange bedeuten Negation) ergibt
sich dann zu:

&
P1
L V H=d {
&

€ o
P2
& ]
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2. Formale Sprachen und Grammatiken

2.1 Semiotische Grundbegriffe

Formale Sprachen sind Mengen von Zeichenketten (Worter) Uber endlichen Grundmengen
(Alphabete). Durch Verkettung von Wortern bzw. Wortmengen (Sprachen) kdnnen neue
Worter bzw. Wortmengen (Sprachen) erzeugt werden. Diese Verkettishgine assoziative
Operation und die Menge aller Worter Uber einer bestimmten Grundmenge bildet zusammen
mit dieser vollstandigen bindren Operation dtabgruppe. AuRerdem hatten wir das leere
Worte (Zeichenkette der Lange 0) als neutrales Element eingefuhrt. Damit bildet die Menge
aller Worter mit der Verkettung als Operation und dem leeren Wort als Einselement ein
Monoid.

Wie bei binaren Operationen ublich, lassen sich Potenzen wie folgt erklaren: Fir jedes Wort p
des Monoids sei %s=¢ und g1 = p" o p (n nat. Zahl). Die so eingefiihrten Potenzen sind
vollstandige unare Operationen auf der Menge aller Worter.

Analog lassen sich mit Hilfe der auf Wortmengen (Sprachen)ubhd Ly erweiterten
Verkettung Lj° Lo ={peq | pOL1 und gO Lo} Potenzen von Sprachen L einfiihren
nach: °={&}und LN*1=LNo L fiir beliebige natirliche Zahlen n.

Wegen der Assoziativitat der Verkettung gelten fir Wort- und Sprachpotenzen die ublichen
Potenzgesetze:Np pM = pg*tM (g1 )M =pM ynd N oM =[N*M (n)yMm=nm.

Fur jede Sprache L wird ein Komplexprodukt (Stern von f):LU L eingeflhrt.
n=0

Neben dem Stern wird haufig auch+JL" mit LY = L"0{&} benutzt.

n=1

Fur die Sternbildung gelten die Hilleneigenschaften, d.h., es gilt :

L OL" (Einbettung),
aus ly O Lo folgt L, O L, (Monotonie) und

(L*)* = L™ (Abgeschlossenheit) ,

auRerdem ist L stabil, d.h. £ o L* = L und damit die Verkettung auf *L eine
vollstandige Operation.

L* bildet also bzgl. dieser Verkettung ein Monoid, dgs{L° als Einselement besitzt. Man
bezeichnet [ als das von L erzeugte Monoid.

Definition: Freies Monoid

Ein Monoid (M, ©, €) mit der TrAgermenge M, der assoziativen Verkettungsoperatiomd

dem Einselemerg heil3t_frei, wenn eine nichtleere TeilmengdlBV \ {€} von M existiert

und es zu jedem vanverschiedenen Wort g M genau eine nat. Zahl:x 1 und ein Tupel

(b1, by, ..., y) von Elementen aus B gibt, so dal gilt: pj= by ...o by,

B heil3t die Basis (Erzeugendensysfei®s Monoids und das Monoid erzeugtharch B, d.h.

M = B*. Wenn B endlich, so heift das Monoid endlich erzeugbar.

Kinftig gehen wir von einer Basis B (Alphabet) als endliche Menge von Grundzeichen aus
und bezeichnen das daraus erzeugte Monoid bei der eingefilhrten Verkettung Hurch B
(Wortmenge uber B). Zu jedem Monoidelement (Wort) p gibt es genau eine nat. Zahl I(p) mit
p0 B" die Lange von p heiRt und die Anzahl der Stellen in p angibt, an denen Elemente
(Buchstaben) aus B stehen. Fur alle Worter p, q aus B gilt: I(pg) = I(p) + 1(q), d.h., die Lange
ist additiv.
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Uber freie Monoide (B, €) mit der Basis B gilt der

Satz a) Aus n£ m folgt B N B™ = [ fir alle nat. Zahlen n, m > 0;
b) B ist die einzige Basis von {Be, €) ;
c) px# €, yg# €, und aus px = qy folgt p = g und x =y fiir alle xJyB und p,q] B* .

(Das Einselemerttist nicht erzeugbar. Aus der Eigenschatft ¢) kann umgekehrt die
Freiheit des Monoids geschlossen werden.)

Unter einemHomomor phismus vom Monoid (M, ¢ ) auf das Monoid ( ) versteht man eine
operationstreue Abbildung von M auf N mitd (p © g) = (p) ¢d (q) fur alle p, q aus M.

Dabei wird dem Einselement aus M das Einselement aus N zugeordnet. Wenn die Abbildung
@ eineindeutig ist, dann spricht man von eirlsomor phismus.

Satzz Das Monoid (My) ist frei Uber B genau dann, wenn fur jedes Monoid{Nind jede
(eindeutige) Abbildungb von B in N ein (eindeutig bestimmter) Homomorphismus

® von (M,e) auf (N,0) existiert, mit® (b1, ... ) = b (bg) ...d (by) fur allen>1
und R aus B.

(&J hei3t homomorphe Fortsetzung vdn die im Existenzfall eindeutig bestimmt ist
und fir die® /B = ¢ gilt.)

Definition: Teilwort (Infix), Anfangswort (Prafix), Endwort (Postfix)
Sei B die Wortmenge (iber B und p,q Elemente als B
a) p heilt Teilwort von q genau dann, wenn Wérter u,v ausnB g=upv
existieren.
b) p heiRt Anfangswort von q genau dann, wenn ein Wort v ausiBBg=pv
existiert.
c) p heit Endwort von q genau dann, wenn ein Wort u dusnBt g=up
existiert.
(Wenn p, e und p£q , dann spricht man von einem echten Teil- bzw.
Anfangs- bzw. Endwort.)

Fur das Arbeiten mit Wértern bzw. Sprachen betrachten wir weiter die einstellige Operation
Einsetzung und die vierstellige Relation Ersetzung

Definition: a) Zu jedem Elementepaar (b,gq) mit b aus B und q AussB eine durch
b/q bezeichnete einstellige Operation (Ersetzung von q fur b) bestimmt:

p falls m=0 oder pe

p(b/a) :{ bAU(q -.. Un falls p=tpbuyb...un, 40O (B\b)* und m>0.

(Das Ergebnis ist eindeutig, da die Zerlegughu4b ... yn von p eindeutig ist, und wird als
das durch Einsetzen von q fiifn p entstandene Wort bezeichnet.)

Automatentheorie und Formale Sprachen S.Gerber
35



2. Formale Sprachen und Grammatiken

b) Zu jedem Tupel von Elementepaaren (bj, gj) mit bj aus B und gj aus B*
ist eine durch by/g; .. bp/gy bezeichnete einstellige Operation
(simultane Einsetzung von gj fur by) bestimmit:

B P falls m=0 oder g=
P(by/ay ... b/on) = { UoGj U1Gj - U falls p= pbj usbj ...um, m>0,

Jsil,...,imsn und

Ui O (BYb1,....00)*.

(Analog zu a), ist das Ergebnis wieder eindeutig und wird als das durch simultanes Einsetzen
von q far bj in p entstandene Wort bezeichnet.)

Beispiel: Mit dem Alphabet B={x,y,z,(,),+,*} und dem Wort p=((x+y)*z) entsteht durch
simultanes Einsetzen von x/x*z, yl/(y*z, € zk das Wort ((x*2)+(y*z)),
Die Folge (einfacher) Einsetzungen liefert dagegen das Wort ((x)+(Y)).

Bemerkung: Simultane Einsetzungen kénnen nach Umbenennung der Elemente von B, fir die
eingesetzt wird, durch Folgen einfacherer Einsetzungen erzeugt werden.
Im obigen Beispiel entsteht nach Umbenennung von x bzw. y bzw. * bzw. z in a
bzw. b bzw.° bzw. ¢ aus ((atl)c) durch die Folge von Einsetzungen
a / x*z), b/(y*z,c /e und ct wieder das Wort ((x*z)+(y*z)).

Definition: Die Wérter p, u, v, q aus B stehen in der Relation Ers (Ersetzung; in
Zeichen : Ers(p,u,v,q)) genau dann, wenn eine nat. Zahl n und Zerlegungen
P =mP1 .- Ppund g = @q; ... G existieren, so dalyp= opj fur alle i=0
und falls n>0 ist g.4 = U, @7 = Vv fur ale 1.
(D.h., aus p entsteht g, wenn an keiner oder an beliebigen Stellen, an denen
in p das Teilwort u vorkommt, dieses dort durch v "ersetzt" wird.)

Beispiel: Fur B={a,b,c,d}, p=abcdcbd, u=bcb und v=bd gilt Ers(p,u,v,abcbdd) mit p=abcud
und Ers(p,u,v,abdcbd) mit p=auchd.

Bemerkung: Wie im Beispiel zu sehen, handelt es sich bei der Ersetzung um eine Relation,
da das Wort g durch u,v,p nicht eindeutig bestimmt wird. Offensichtlich gilt
immer: Ers(p,u,v,p); Ers(p,p,v,v); Ers(p,u,u,p).

Haufig wird eine weitere als Spiegelung ~ bezeichnete einstellige Operation fur Worter
benutzt, die durch€=¢ und pg=gp fur alle qOB und pOBdefiniert ist.

Diese Operation besitzt offensichtlich die Eigenschaftgh #(p) (Iéngentreu),ﬁz p
(involutorisch) undpg = gp  (antihomomorph bzgl. Verkettung) fir alle pIg”.
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2.2 Regelgrammatiken und Chomsky-Klassifikation

Zur Beschreibung formaler Sprachen als Teilmengen der Wortmenge uber einem gegebenen
Alphabet werden Regelsysteme verwendet, durch die die Erzeugung von Wartern der Sprache
ermoglicht wird. Bei diesem Definitionsprinzip wird von algebraischen Strukturen der Form
(A,R) mit einer nichtleeren abzé&hlbaren (endlichen) Menge A und einer zweistelligen
Relation R tber A ausgegangen, die Semi-Thue Systeme genannt werden. Dafiir wird ein
Ableitungsbegriff wie folgt eingefiihrt:
- Bezeichnen p,q Wérter aus Adann heif3t g direkt ableitbar aus p (in Zeichen:q), wenn
ein Wortpaar (Regel) r=(u,v) aus R und Wértgmppaus A* existieren, so dal’ pap, und
g=AVvP..
- g heil3t _ableitbar aus p, wennlm wobeil die reflexiv, transitive Hille von-
bezeichnet.
- Jeder Teilmenge P von*Akann damit eine als Ableitungsmenge bezeichnete Menge
AbI(P) ={q|p O q} DA™ zugeordnet werden.
Diese Operation fur Teilmengen P, Q von A ist offenbar eine Hillenoperation mit den
Eigenschaften BADbI(P), aus PIQ folgt Abl(P) Abl(Q), Abl( Abl(P)) O Abl(P).
Zur Erzeugung formaler Sprachen fuhren wir nach Chomsky den Grammatikbegriff ein.

Definition a): (Regel-)Grammatik

Eine algebraische Struktur G=(M, A, R, S) heil3t eine Grammatik Gber A, wenn
- M, A nichtleere disjunkte endliche Mengen,

- ROZ"xZ" endlich mit Z=M v A und

- sbm.

Bezeichnungen: M heil3t die Menge der Metazeichen (Variable, Nichtterminale), A heil3t die
Menge der Alphabetzeichen (Konstante, Terminale), R heif3t die Regelmenge
und ihre Elemente (u,v) Regeln (Produktionen) und S wird Startsymbol
(Axiom) genannt. Statt (u,v) werden die Regeln auch in der Fornvu
geschrieben. Falls keine Verwechslungen mit Mengenbezeichnungen zu
befirchten sind, sollen Metazeichen durch Grol3buchstaben gekennzeichnet
werden.

Unter Verwendung des oben angegebenen Ableitungsbegriffs erzeugen wir mit Hilfe der
Grammatik eine formale Sprache nach

Definition b): (Regel-)Sprache

Die Menge L(G)=Abl{SP)N A* = {p | pOA" und I p} heilt die von der Grammatik G
erzeugte Sprache.

L(G) enthalt alle mit Hilfe der Regelmenge R aus dem Startsymbol S ableitbaren Wérter Uber
A. Bei Vorgabe der Grammatik G ist die von ihr erzeugte Sprache eindeutig definiert.
Umgekehrt kann eine Sprache von verschiedenen Grammatiken erzeugt werden. Solche
Grammatiken nennen wir aquivalent.

Definition c): Die Grammatiken G und G' heil3en dquivalent, wenn sie die gleichen Sprachen
erzeugen: L(G)=L(G").
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Beispiel: 1. Gegeben sei die  Grammatik  G=({S}{ab}, {(SaSh),(Sab)},S).
G erzeugt die Sprache L(G)={@b" | n>1 nat.Zahl}. Die Erzeugung der
Sprache L(G) durch die Regeln von G veranschaulicht der Graph

S ., aSb - aaSbb [ arlspn-i (Der entsprechende Nachweis

l ! l l ist induktiv Uber die Lange der
ab ab2 ab3 Apn entsprechenden Worter zu fuhren.)

(Haufig werden von der Grammatik nur die Regeln angegeben, wobei S immer
das Startsymbol bezeichnet und Regeln mit gleichen linken Seiten in der Form
uU- V1| Vo...| W, geschrieben werden.)

2.Durch die Grammatik G mit den Regeln (1) &K, (2) aK- WbbK,

(3) aW- Wbb, (4) LWb- LaB, (5) LWb- aB, (6) Bb- aB, (7) BK- K,

(8) BK - ¢ (¢ leeres Wort) wird die Sprache L(G)Zan>1 nat.Zahl} erzeugt.

Wie bemerkt, kann der Beweis dieser Behauptung induktiv gefuhrt
werden, wobei die entsprechenden Induktionsschritte durch die folgenden
Graphen verdeutlicht werden. (An den Pfeilen stehen die anzuwendende
Regel und beil die Lange der Ableitung.)

) ) (5) (6) ®
S - LaK - LWbbK - aBbK - aaBK - aallL(G)

1 4 1 (7)
LaBbK aakK
1 (6) (9 1 (2)
LaaBK - Laa aWbbK
1 (1) 1 (3)
LaaK WbbbbK
1@ @

LaWbbK— LWbbbbK —

Nur das Wort LWIK ist weiter ableitbar. Fiir LWBK entsteht im Induktionsschritt

der Graph:
(5) (6) (8)

LWb2K - aB?-1K O a2BK - &' L(G)

G 1y (7)
LaBBE™-1K K
210(6) (g )
L2Z'BK - L& &-1WbbK

1 (M) -1 (3)
La'K W™K

1 (2 3)
L&™1WbbK 2DnlLWbZ“*lK S

In Abhangigkeit von der Gestalt der Regeln, kennzeichnete Chomsky verschiedene
Typen von Grammatiken und Sprachen.
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Definition: Chomsky-Typen
- Eine Grammatik G=(M,A,R,S) heild3t Typ-i Grammatik, wenn fir ihre Regeln r=(u,v)
folgendes qilt:
a) Typ-0: Es existiert ein m M und Worter g, pp, q 00 Z* mit u=pymp, und v=pqp,.
b) Typ-1 _monoton : Es gilt immer 0 < I(g) [(v).
kontextabhéngig : Es existiert einfmM und Worter g,p, 0 M* und g O Z+ mit
u=pmp, und v=paqp,.
(Bemerkung: Haufig wird auch die Regel gjSzugelassen, dann aber fir alle
anderen V] (2\S)* gefordert. Jede kontextabhangige Grammatik ist monoton.)
c) Typ-2 kontextfrei : Es giltimmeruMundvOZ .
d) Typ-3 rechtslinear : Es giltimmeruM und vJ A" v A'M.
linkslinear : Es gilt immer ugd M und v O A" v MA.
(Bemerkung: Grammatiken vom Typ-3 heil3en auch linear.)
- Eine formale Sprache E A" heiRt Typ-i Sprache, wenn es eine sie erzeugende Typ-i
Grammatik G gibt, mit L=L(G).

(Bemerkung: Im konkreten Fall spricht man auch von monotonen, kontextabhangigen,
kontextfreien, rechtslinearen, linkslinearen bzw. linearen Sprachen. Da eine Sprache von
verschiedenen Grammatiken erzeugt werden kann, ist der Typ der Sprache nicht eindeutig
festgelegt, sondern nur ihr Maximaltyp.)

Die vom Typ-0 Grammatiken erzeugten Sprachen werden auch rekursiv aufzahlbar genannt.
Sprachen vom Typ-3 heilen auch regular (Vergl. Kap. 1.2.).

Eigenschaften:

- Jede Grammatik vom Typ-i mit i>0 ist auch eine Typ-0 Grammatik.

- Die Grammatiken vom Typ-3 sind auch Typ-2 Grammatiken.

- Es gibt Typ-1 Grammatiken, die keine Typ-2 Grammatiken sind und umgekehrt.

- Es gibt Typ-1 bzw. Typ-2 Grammatiken die nicht vom Typ-3 sind.

- Sprachen vom Typ-i mit i > 0 sind entscheidbare Mengen, wahrend Sprachen vom -
Maximaltyp O nicht entscheidbar sein kénnen.

- Alle endlichen Sprachen sind regular.

- Es gibt Sprachen, die sowohl vom Typ-2, als auch vom Typ-1 sind.

Die Gesamtheit aller Sprachen von einem Typ-i soll im weiteren dyrbbzeichnet werden.
Bezuglich der erzeugten Sprachen interessieren lediglich die Aquivalenzklassen der
Grammatiken. Unter den Grammatiken einer Aquivalenzklasse, die die gleichen Sprachen
erzeugen, kdnnen wir uns auf bestimiaemalformen als Reprasentanten beziehen.

Satzz. Normalformgrammatiken

Zu jeder Typ-0 Grammatik gibt es eine aquivalente Typ-0 Grammatik, deren Regeln die Form
Xy — Xz oder xy- zy oder x- yz oder x- a oder x» € mit x, y, z[J M und a(J A haben.

(Diese als _Normalform bezeichnete Grammatik ist effektiv herstellbar. Bei der

entsprechenden Transformation bleibt Monotonie bzw. Kontextabhéngigkeit bzw.

Kontextfreiheit der Grammatik erhalten.)
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Hilfssatze a) Zu jeder Typ-0 Grammatik gibt es eine aquivalente Grammatik, deren Regeln
(u,v) die Form uJ M* haben, also Worter aus Metazeichen sind.
(Dazu werden Kopien a' der Alphabetzeichen a zur Metazeichenmenge
hinzugenommen, danach in den Regeln die Alphabetzeichen durch ihre Kopien
ersetzt und zu der so entstandenen Regelmenge die Regeln (a, a) fur alle
a aus A hinzufigt. Die Regeln der so entstehenden aquivalenten Grammatik
besitzen die Eigenschaft o M* und v 0 M~ oder uJ M und v O A.
Dabei bleiben die Typen 0, 1 und 2 erhalten, der Typ 3 nicht.)

b) Zu jeder Typ-0 Grammatik gibt es eine &quivalente Grammatik, deren Regeln
(u, v) die Form u, viD M2 oder ug M und v O M2 0 M O A O {€} haben.
(Diese Form kann durch Einfuhrung neuer Metazeichen und neuer Regeln
sogar in einer weiteren Spezialisierung erreicht werden.)

Satz: Jede von einem endlichen Automaten A akzeptierte Sprache L(A) kann von einer rechts-
linearen Grammatik G erzeugt werden, d.h. L(A) = L(G).

Beweis: A= (Z, X, f, 2, F) 20Z, FOZ Finalzustande

Annahme gOF:
Konstruktion der Grammatik G = (Z, X, Ry)anit R = {(z, xf(x,2)), (z",x) | f(x,z2')OF}

Man kann zeigen: f(p, z) =2z z [I},- pZ’

L(A)OL(G) pxOL(A),  f(p,z0) =2" - 2oL}~ pZ’
f(x, 2)OF - (2, x)OR
px0L(G) Zopop, . PX

LG)OL(A) pxOLG), 2T} px
Z0 Di—) pz" - px, z’0Z
pxOL(A) « f(p, 20) =27, f(x, 2 )IF

Annahme gOF : - elL, L(G) =L\{e}
Ubergang von der Grammatik G zu G™: G1& R'=R 0O{(s, z); (s,e)}

-~ L(A) = L(G)
Beispiel:
0
A: @ G: R={ (2, 0z); (20, 1%); (2, 0);
1 0 o 1 (z1, 0z3); (z1, 122);

(2, 02); (22, 12); (22, 0);

@ (z3, 023); (23, 123) }
1

L(A) = (10)* = L(G)
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Satzz  Jede von einer (rechts-)linearen Grammatik G erzeugte Sprache L(G) wird von einem
endlichen Automaten A akzeptiert.

Beweiss G=(M, X, R, S)
Konstruktion e nes nichtdeterministischen endlichen Automaten
A= X, 1 [9,[€) mit [s0Z Startzustand
[e] OZ Finalzustand

und f(e, [m]) ={[q] | (m, q) TR} mOM; [m], [q] UZ
f(x, [xal) = {[al} x0X, quX 0 X M;[d], [xq] OZ

Behauptung:

[r] Of(w, [s]) gdw. SOT - pm — pgr mit (m, gr) R und w = pq
oderm=S und w=e
(Induktion Uber Ableitungslange)

~ wOL(A) gdw. SO - pm — w fur mOM; puX’

Beispid: R: {(s, Om); (m, 10m); (m, e)}; L(G) = 0(10)

A: 0 1 e
[s] [l O [Om]
[0m] [m] O O L(A) = 0(10)
[m] [l Vv [e]
[10m] O [Om] O
[e] 0 O 0

Bemerkung:  Nichtdeterministische endliche Automaten mit e-Ubergangen akzeptieren
dieselbe Sprachklasse wie deterministische endliche Automaten.

Automatentheorie und Formale Sprachen S.Gerber
41



2. Formale Sprachen und Grammatiken

Satzz  Jede durch eine rechts-lineare Grammatik G erzeugte Sprache L(G) ist regular.

Beweis G=(M,A,R,s), M={m, ... my},s=m
R«OR Menge aller Regeln, die nur Metazeichen m, mx verwenden.

Wik ={p | mO Qka pm} OA*

X;={p | (m, p)OR}OA" endlich

- Wijo={p|(m, pm)CR} endlich und

Wijk-1 O Wijk = Wijk-1 O Wikk-1 LW g1 Ekajk-1 und

Wijn={p | m 0~ pm}

Daraus folgt W regular; X regular; und wenn W\, regular, dann auch W
regular. Insgesamt also ist

L(G) = | J Wy LXjO Xy regulér

=1

Beispiel:
n=2; G=({S, m}, {0, 1}, R, s); R={(S, Om), (m, 10m), (m, e)}
Wii0=Woi0= 0O, Wizo=0, Wopo=10 (M=S, m=m)
Xi=0, Xo=e
W21 = Wi O Wigo E}'Vino (Wi =0
W21 = Wapo [ Wagg N\{ 110 (Wi = 10 . .
Wizz = Wizg 0 Wagg (W 201 [Wapy = 00 0(10) (10) = 0(10)
L(G) = W112 Ij(l U W122X2 ] X1 = W122 = 0(10)

Satzz  Zu jeder regularen Sprache L existiert eine sie erzeugende Typ-3 Grammatik
(rechts-linear) G

Beweis: Wenn L endlich: L={p, ..., p} GL=(M, A, R, S) rechts-linear mit M = {S},
R={(S,p) | 1<i<n} und L=L(G) d.h. Elementarsprachen sind vom Typ-3.
Sei L, vom Typ-3 (rechts-linear) und; & (M;, A, R, S) rechts linear mit
Min MJ:D furizj und L = L(G)

0 a) LOL, rechts-linear mit L(@) = L JL, fur
G12 = (M, AR, S), M=MU MzD{S}, SDM1D M> und
R=RUORDO{(S, S)(S, 9}
b) L |12 rechts-linear mit L(@) = L; |12 far
G=(M, AR, S), M=MOM;, R=R™"/ s 0R,, mOMy, pOA’
c) L, rechts-linear mit L(@ = L, fir
G = (Mo, AR, S), R=R ™ 1500 {So, €}, mOM,, pOA”

Insgesamt sind demnach ausgehend von den Elementarsprachen alle regularen
Sprachen rechts-linear.
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Beispiel:

L =0(10)" regular mit A = {0, 1}

{0} = L(G o) mit Go = (S, A, {(So, 0)}, S)

{1} =LG ) Mit G = (S, A {(S1, 1)}, S)
==> {10} = L(G1o) mit G1o = ({So, S}, A, {(So, 0)(S, 1)}, S1)
==> {(10)} = L(Goy) mit Guoy = ({So, S}, A, Rooy, St)

Raoy ={(So, 09), (S1, 19), (S, e)}
==> L=LG)mitG=({Ss S, S}, A R, S0)
R ={(S0, 0S), (S, 0S), (S, 19)(S1, €)}

1
0 /\
O O Y ©
Anfang Ende 0

Folgerung: Eine Sprache ist genau dann regular, wenn sie (rechts-)linear ist.

Bemerkung: Jede durch eine rechts-lineare Grammatik erzeugte Sprache kann durch
eine links-lineare Grammatik erzeugt werden und umgekehrt.

( Spiegelung der rechten Seiten der Regeln (WRpYs < (M, b)DRnnks)

Folgerung: Die Klasse der reguléren Sprachen stimmt mit der Klasse der Typ-3 Sprachen
uberein.
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2.3 Kontextfreie Grammatiken und Sprachen

Kontextfreie Grammatiken und Sprachen (Typ-2) werden haufig zur Definition der Syntax
von Programmiersprachen, bei der Syntaxanalyse bzw. der Analyse von Blockstrukturen
eingesetzt. Die Menge der Regeln (m,mit dem Metazeichen m auf der linken Seite werden
dabei bevorzugt in der Backus-Naur-Form-my| v; ... [, notiert.
Als Metazeichen treten vielfach selbst wieder Woérter auf, die zur syntaktischen Kennzeich-
nung in spitze Klammern gesetzt werden.
Beispiel: Syntax der arithmetischen Ausdriicke ohne Konstanten
Terminalzeichen: a, b, ..., z, +, *, (, ) ; Metazeichen: <Aus>, <Var>; Startzeichen: <Aus>
Regeln: <Aus>- <Aus> + <Aus> | <Aus> * <Aus> | (<Aus>) | <Var>

<Var> - a|b..|z
Die Ableitung fir das Wort (a + b) * ¢ aus der von dieser kontextfreien Grammatik erzeugten
Sprache kann wie folgt als Graphb{eitungsbaum) beschrieben werden:

<Aus>
<Aus> * <Var>
T I
( <Aus> ) c

<Aus> + <Aus>

<Var> <Var>

I I
a b

Sei G = (M, A R, S) eine kontextfreie Grammatik mit den Regeln (m,) W} und der
erzeugten Sprache L(G)={p [pA und $I1p}=Abl(S)nA".

Definition: Ableitungsbaum

Der geordnete bewertete Wurzelbaum W = (N, K, <, b) mit der endlichen Knotenmenge N,
der Kantenmenge K, der irreflexiven linearen Ordnung < auf N und der Bewertung b der
Knoten mit Zeichen aus NI A [{&} heiRt Ableitungsbaum fiir das WortpA” bzgl. der
Grammatik G falls

-b (Wurzel) =S,

- wenn Nach (n) = (n... n,), dann gilt ( b(n), b(p) ... b(n)) O R fur alle nO N,

- wenn n Blatt, dann ist b(@) A O {€}, sonst b(n)O M,

- wenn Rand (W) = {p... n/}, dannist b(R) ... b(n) = p.

(Nach (n) bzw. Rand(W) bezeichnet das Tupel der Nachfolgeknoten von n bzw. Blatter von
W in der gegebenen Ordnung <, wo jeder Knoten n < jedem Nochfolger von n ist und die
Nachfolgeknoten von links nach rechts geordnet sind.)
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Satz: Beziehung zwischen Ableitungsbaumen und Ableitungen

Gegeben sei die kontextfreie Grammatik G = (M, A, R, S ). Dann gilt:
pOL(G) genau dann, wenn ein Ableitungsbaum fir p bzgl. G existiert.

Beweis: Allgemeiner kann induktiv Gber die Lange einer Ableitung bzw. tGber die H6he des
entsprechenden Ableitungsbaumes gezeigt werden, daR fit@lewmd mOM eine
Ableitung mlq genau dann existiert, wenn es einen Ableitungsbaum W
mit b(Wurzel) = m und b(Rand(W)) = q gibt. Dabei ist zu beachten, dal3 ein
Ableitungsbaum mehrere Ableitungen fur ein WortJy¢G) erzeugt, je nachdem
in welcher Reihenfolge die den Unterbdumen des Ableitungsbaumes fir p
entsprechenden AbleitungenCg flr Teilworter von p angewendet werden.

Beispiel: Beziglich der Grammatik G=({S,T}, {a, b}, R, Sy mit R ={ S aTS | a,
T - SS | SbT | ba } entsteht fir das Wort aablid{G) der folgende Ableitungsbaum :
S
I ]\
a T S
[ ]\
S b T a
| I\
a b a
Damit kénnen u.a. die Ableitungen-SaTS- aSbTS- aSbTa- aabTa- aabbaa,
S- aTS- aTa- aSbTa- aSbbaa- aabbaa,
S aTS- aSbhTS- aabTS- aabbaS- aabbaa
erzeugt werden. Die zweite bzw. dritte Ableitung ist dadurch ausgezeichnet, dal3 hier die
Erzeugung des Wortes aabbaa entsprechend dem Aufbau des Ableitungsbaumes von rechts
nach links bzw. von links nach rechts vorgenommen wird. Man spricht dann, von einer
Rechts- bzw. Linksableitung

Eigenschaften:
a) Zu jedem Ableitungsbaum existiert genau eine Rechts- und eine Linksableitung.

b) Existieren zu einem Wort aus L(G) mehrere Ableitungsbdume bzw. mehrere Rechts- /
Linksableitungen, dann heif3t G mehrdeutig.

c) Eine kontextfreie Sprache heil3t ererbt mehrdeutig, wenn jede sie erzeugende kontextfreie
Grammatik mehrdeutig ist.

d) Wenn W Ableitungsbaum bzgl. der kontextfreien Grammatik G ist und
| = Max(1(p) | (m,p)] R) dann gilt I(Rand(W) " W)
e) L(G) ={ b(Rand(W)) | W Ableit.baum bzgl. G, b(Wurzel) = S und b(Rand(W)) DA™}
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Definition: Reduzierte Grammatik
G = (M, A, R, S) sai eine kontextfreie Gramatik
a) mOM heif3t produktiv, wenn ein[pA" mitm p existiert.
b) mOM heiRt erreichbar, wenn p/g(M 0 A) " mit SO pmq existieren.
c) G heil3t reduziert, wenn alle m aus M erreichbar und produktiv sind.

Satz: Existenz aquivalenter reduzierter kontextfreier Grammatiken
a) Zu jeder kontextfreien Grammatik G mit L@ existiert eine aquivalente
kontextfreie Grammatik, die nur produktive Metazeichen besitzt.
b) Zu jeder kontextfreien Grammatik existiert eine aquivalente kontextfreie
Grammatik, die nur erreichbare Metazeichen besitzt.
c) Zu jeder kontextfreien Grammatik G mit L(&)] existiert eine
aquivalente kontextfreie reduzierte Grammatik.

Beweis: Bei a) und b) sind die aquivalenten Grammatiken nach Bildung der Teilmengen
produktiver bzw. erreichbarer Metazeichen und dementsprechender Reduktion der
Regelmengen effektiv konstruierbar. Werden erst die unproduktiven und danach die
unerreichbaren Metazeichen entfernt, dann entsteht im Ergebnis eine aquivalente
reduzierte Grammatik. (Vergleiche Bemerkung 3.)

Bemerkungen:

1) Das Metazeichen S ist produktiv genau dann, wenn#.(G,)

2) Im Ableitungsbaum von [pL(G) bzgl. G ist jeder innere Knoton (nicht Blatt) mit einem
produktiven und erreichbaren Metazeichen bewertet.

3) Es existieren produktive Metazeichen, die von S nur Gber unproduktive Zeichen erreichbar
sind.

4) Fir kontextfreie Grammatiken G isOJL(G) genau dann, wenn S in der Grammatik
(MO A, O, R, S) produktiv ist, d.h. die-Eigenschaft ist entscheidbar. (Allgemein ist fur

kontextfreie Grammatiken auch [he entscheidbar. Ein Metazeichen m mit dieser

Eigenschaft heif3t nullierbar.)

5) Zu jeder kontextfreier Grammatik G existiert eine kontextfreie Grammatik G', die keine
e-Regel (mg) enthalt und fir die L(G') = L(G) ¥} qilt.

6) Zu jeder kontextfreien Grammatik existiert eine aquivalente kontextfreie Grammatik,
ohne Kettenregeln (u,v) mit M (Metazeichen werden durch Metazeichen ersetzt).

Die Grammatiken ohne-Regeln bzw. ohne Kettenregeln mit den in 5) bzw. 6) genannten
Eigenschaften sind durch geeignete Manipulationen der Regelmengen effektiv herstellbar.

Definition: Chomsky-Normalform

Eine kontextfreie Grammatik G = (M, A, R, S) heil3t in Chomsky-Normalform
wenn fir jede Regel (u, VI R gilt : uOM und vOIM2 0 A,
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Satzz Konstruktion einer reduzierten Chomsky-Normalform

Jede kontextfreie Sprache L mit L # [0 und € [JL kann durch eine kontextfreie
reduzierte Chomsky-Normalform erzeugt werden.

Beweis: Nach den vorangegangenen Satzen bzw. Bemerkungen kann o0.B.d.A. von einer L
erzeugenden kontextfreien reduzierten Grammatik aiRegeln und ohne Kettenregeln
ausgegangen werden. Fur alle Regeln (u, v) dieser Grammatik[git? ] A mit n>2.

Die Regeln (u,v) mit v = m... ny, fuir n>3 werden ersetzt durch die neuen Regelmengen
Ru v = {(u, mmy .. M@ v)y - (M o My Jo v MIMisg o M@ v)y -

(Mpe1 -« Ml vy My1Mp)} Mit den neuen Metazeichenmengen,M={m; ... Mw, v) |
2<i<n-1}und My vy n M =0.

Die so entstehende Grammatik ist kontextfrei, reduziert und in Chomsky-Normalform (die
rechten Seiten der neuen Regeln sind Worter ays,{M M)?2) und erzeugt L.

Insgesamt kann also eine reduzierte Chomsky-Normalform zu L konstruiert werden, wenn
ausgehend von einer beliebigen L erzeugenden kontextfreien Grammatik zunachst eine
aquivalente reduzierte, dann dazu eine &aquivalente Grammatik saRegeln und ohne
Kettenregeln und schlief3lich die Grammatik nach obiger Konstruktion bestimmt wird.

Beispiel: Fur die reduzierte kontextfreie Grammatik olariRegeln und ohne Kettenregeln mit
der Regelmenge S aT | bY, T- aTT |bS | b, Y5 bYY | aS | a entsteht mit den Metazeichen

A, B flr a, b die dquivalente Grammatik mit der RegelmengeAS | BY, T - ATT | BS | b,

Y - BYY | AS | a, A~ a, B~ b. Mit den Metazeichen [TT], [YY] entsteht nach obiger
Konstruktion die zur Ausgangsgrammatik aquivalente reduzierte Chomsky-Normalform mit
der neuen Regelmenge-SAT | BY, T - A[TT] | BS | b, Y- B[YY] | AS | a, [TT]- TT,

[YY] - YY,A ~a B-b.

Als Ableitungsbaum fir das Wort aabbab bzgl. dieser Chomsky-Normalform erhalten wir
einen im Inneren bindren Wurzelbaum W mit §N|3-2H6he(W)-1 . 1 Hohe(W) >

Id (I (Rand(W))) und | ( Rand(W) 2H6he(W)-1

PN
L TN
A [TT]
e ~
SN
= A
B Y
a a b |b zl b

Definition: Greibach-Normalform

Eine kontextfreie Grammatik G = (M, A, R, S) heil3t in Greibach-Normalform,
wenn firr alle Regeln (u, YR gilt: uTM und vOIAM .
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Satz: Existenz einer erzeugenden Greibach-Normalform

Zu jeder kontextfreien Sprache L mit € [IL gibt es eine sie erzeugende
kontextfreile Grammatik in Greibach-Normalform.

Beweis:
1) Ersetzt man in einer kontextfreien Grammatik die Regeln (m, pm’'g) mit (m’, v;) OR durch
die Regeln (m, pv;q), dann erhalt man eine aquivalente kontextfreie Grammatik.
2) Nach Einfuhrung neuer Metazeichan konnen die Regeln (m, mgmit (m, ) OR und
Vi mg; durch die Regeln (m,;mm ), (m, ¢), (M, g M) ersetzt werden.
3) O.B.d.A. kann davon ausgegangen werden, dal3 L durch die kontextfreie Chomsky-
Normalform G=(M, A, R, S) mit M={m ... , m} erzeugt wird.
Nach der ersten Bemerkung kann diese Grammatik durch sukzessives Ersetzen von Regeln
aquivalent so umgeformt werden, daf3 fur die Rege|nr{f) gilt j<i. Weitere Umformung
nach Bemerkung 2) fuhrt zu einer aquivalenten Grammatik, deren Regeln (m, v) die
Bedingung + wq erfillen. Die Regeln der so entstehenden Grammatik haben die Form
(m;, rqm'), (m, @), (M, v'), (m, b) mit a, WA, m;, m OM, m’, my’ sind neue Metazeichen,
I(v)=2 und j>i. Durch rtckwartige Ersetzungen konnen die Reghglnngm’) bzw. (ny', v')
durch (m, aq) bzw. (m', aq;) mit § JA und g # € substituiert werden. Die damit entstehende
kontextfreie Grammatik G'=(M', A, R', S) ist aquivalent zu G und enthalt nur Regeln (u, v)
mit vCOAM'2 0 AM' O A (Spezialfall der Greibach-Normalform).

Bemerkung: Wegen der speziellen Form der Regeln sind Greibach-Normalformen auch fur
die Anwendung im Zusammenhang mit Implementierungen von Interesse.

In Analogie zu den regularen Sprachen, gilt eine Pumping-Eigenschaft nach

Satz. Pumping-Lemma fir kontextfreie Sprachen
Zu jeder kontextfreien Sprache L existiert eine nat. ZaklOn so dal® fur alle
pOL mit I(p)=n. gilt: Es gibt eine Zerlegung p =1ypvps mit I(upv)<n,
| (uv)=1 und fur alle =0 sind die Worter pu'pov!pg OL.

Beweis: FUr L# [0 konnen wir nach friher bewiesenen Eigenschaften eine reduzierte
Chomsky-Normalform angeben, die Le)erzeugt. Fur jedes durch eine solche Grammatik
erzeugte Wort p gilt I(px 2™1, wo n die maximale Lange der Pfade im Ableitungsbaum fur

p ist. Wenn demnach, n2M| (M Metazeichenmenge der erzeugenden Grammatik) und
I(p)=n., dann mul3 es im Ableitungsbaum fir p einen Pfad der Lange /M/+1 geben. Alle
inneren Knoten (nicht Blatt) dieses Pfades sind mit Metazeichen bewertet. Der
Ableitungsbaum enthélt also mindestens /M/+1 Metazeichen, d.h., mindestens ein
Metazeichen m kommt zweimal vor. Betrachten wir den kleinsten Unterbaum der m als
Wurzel und als inneren Knoten besitzt. Dieser hat als Randbewertung das Wartituger
Lange>n.. Das Wort uv kann nicht das leere Wort sein, da wir den kleinsten Unterbaum
ausgewalt hatten.

Wie aus nachfolgender Skizze zu ersehen ist, missen auch die Baume mit den
Randbewertungen jpops und puipovips fur i>1 Ableitungsbdume bzgl. der gewdhliten
Grammatik sein. Die Zahl rkann also so gewahlt werden, daf3 die Ableitungsbaume mit der
Randbreite (Anzahl der Blatter = Lange der erzeugten Worter aus indestens die Hohe
IM/+1 erreichen.
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S S
m
m
m
PLU P2V P3 ppu V P3 A
m
Ableitungsbaum fur p u . v
. (i-1)-mal ZnEK
S m u v
Y
R uzpy
P R
Ableitungsbaum fiir gpop3 Ableitungsbaum fiir pip,vips

Beispiel: Die Sprache L={Bb"c" | n>1} ist nicht kontextfrei. Es muf3te sonst nach Pumping-
Lemma ein >0 und fur das Wort pEeb.c. eine Zerlegung p3pipvps mit [(upv)<ng,
I(uv)>1 geben, woftir g=gpop3 0L (i=0) ist. Daraus wirde folgen, dalnupla*b* O b*a*

und L(uv)#l,(uv) oder L(uv)# Il (uv) oder h(uv)# I (uv) gilt. (k(p) = Anzahl der mit x
besetzten Stellen in p.)

Damit ware aber aucly()# 1,,(q) oder L(q)# 1.(q) oder }(a)#1:(q), d.h., dIL, denn in allen
Wortern aus L kommen a, b, ¢ jeweils gleich oft vor. L kann demnach nicht kontextfrei sein.

Folgerung: Allgemeiner haben wir damit nachgewiesen, dafd keine der nicht endlichen
Teilmengen von
{p O {a,b,c}* | 13(p)=lx(p)=Ic(P)} eine kontextfreie Sprache ist.

Definition: Die Funktionen f von A in 2" mit f(a)J B* werden_(A,B)-Substitutionen genannt
und auf Woérter pJA* und Sprachen DA* wie Ublich erweitert zu

f(e)={e}. f(pa)=f(p) f(a) und f(L)=pLDJL f(p).
Im Spezialfall /f(a)/=1 fur alle @A wirkt f als Homomorphismus von A* nach B*.

Satz: Substitutionsgeschlossenheit
Wenn L kontextfrei und fur jedeg 8 auch f(a) kontextfrei, dann ist auch f(L) kontextfrei.

Beweis: Seien G=(M, A, R, S) bzw. S(M, B, R, S) mit disjunkten Mengen M, M
kontextfreie Grammatiken, die die Sprachen L bzw. f(a) erzeugen. Die kontextfreie

Grammatik G'=(M', B, R', S) mit M'=NI] A [ U Maund R'=RO {(a, Sy | aJA} O LDJA Ra

alA

erzeugt dann offenbar die Sprache f(L).
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Folgerung: Die kontextfreien Sprachen sind abgeschlossen gegentber Homomorphismen.

Satz: Abgeschlossenheitseigenschaften

a) Wenn L. kontextfrei, dann sind auch IO L, , Ly° L, und Ly kontextfrei.

b) Die kontextfreien Sprachen sind nicht abgeschlossen gegentiber Durchschnitt- und
Komplementbildung.

Beweis:
a) Wenn L=L(G;) mit G=(M;, A, R, §) und M{nM, =0, dann ist LOL, = L(Gy),
LioLy = L(Go) bzw. Ly = L(Gx) mit
G =M UMz O{SELA RIOR TS, &), (S, )} 9),
G =M OM0{S}L A R OR U{(S, 5 )} S),
G =MoL {S}h A RoU{(S,5S), (S¢§)}.S)
b) Die kontextfreien Grammatiken G--SYT, T - cT|c, Y- aYb |ab
bzw. G S, YT, T'- bT'c|bc, Y- aY'|a erzeugen die kontextfreien Sprachen
L(G) = {a™oMc" | m, =1} bzw. L(G)={db'c' |, r=I}.
Der Durchschnitt L(Gh L(G') = {abic' | i=1} ist aber nicht kontextfrei und wegen
L, O Ly, = Ly n L, kann damit auch die Abgeschlossenheit gegeniiber Komplement nicht
vorliegen.
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2.4 Kontextabhangige Sprachen

Bei den Typ-1 Grammatiken hatten wir zun&chst zwischen monotonen und kontextabhangigen
Grammatiken unterschieden. Die kontextabh&ngigen Grammatiken sind nach Definition auch
monoton. Umgekehrt kann zu jeder monotonen Grammatik auch eine &quivalente

kontextabhangige Grammatik angegeben werden. Bevor wir dies zeigen, fuhren wir zunéchst
typunabhangig die separierten Grammatiken ein.

Definition: Separierte Grammatik
Eine Grammatik G = (M, A, R, S) heil3t separiert, wenn fur jede Regel [LRV)
gilt: u, vOM* oder UM und vO A {e}.

Satz. Zu jeder Grammatik G kann eine aquivalente separierte Grammatikdastruiert
werden.

Beweisskizze: Fur die Zeichen a aus A werden Doppelgangér A" gebildet und zu M als
neue Metazeichen hinzugefigt. R” bezeichne die Regelmenge, die aus R
entsteht, wenn die Zeichen a durch ihre Doppelgéanger a" ersetzt werden. Zu
der so entstehenden Regelmenge werden die Regeln (a’, a) furlalle a
hinzugefugt. Falls in R” Regeln @, mit u0 M O A" auftreten, dann nehmen
wir diese Regeln als weitere neue Metazeichen auf und ersetzen sie in der
Regelmenge durch die Regeln (u, &) , ((u, €), €). Die so insgesamt
entstehende Menge von Metazeichen bzw. Regeln bezeichnen wir dgrch M
bzw. Ry . Die Grammatik G= ( Mg, A, Rg, S ) ist separiert und erzeugt die
Sprache L (G), d.h., ist &quivalent zu G.

Satzz Zu jeder monotonen Grammatik G kann eine &quivalente kontextabhangige
Grammatik G” konstruiert werden.

Beweisskizze: O.B.d.A. kann zunachst G = ( M, A, R, S) als separiert angenommen werden.
Fur die Regeln r = (u, V) R mit u,v0 M* fiihren wir neue Metazeichef a
fur 1< i < |ul und neue kontextabhéngige Regeln
(ol ...afi1ui ... Yy, ofg .. afjuipg . Yy ) far 1<i<|ul, (afj, ;) fur
1<i<Min(|u], v]) und o{(r|u|, V) mit v=y Vv, ul= |yl
Bezeichnet M" die so aus M gebildete neue Metazeichenmenge und R" die
durch diese Regelersetzung aus R entstehende neue Regelmenge, dann ist die
Grammatik G'= (M", A, R", S) kontextabhangig und &quivalent zu G.
(Die Ableitungen nach G” folgen denen nach G , denn die neuen
kontextabhangigen Regeln sind an die Regelanwendung in G gebunden.)

Definition: Kuroda-Normalform
a) Ord(G)=Max{|v| | (u, VJIR} heil3t die Ordnung der Grammatik G=(M,A,R,S).
b) G heil3t langentreu , falls fur alle (u,¥)R gilt: u = S oder |u| = |v| und s nicht
inu.
c) G heil3t Kuroda-Normalform, falls Ord (G ) =2, G langentreu und
mit (S, xy)UR ist x=S.
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Satz: Zu jeder monotonen Grammatik existiert eine dquivalente Kuroda-Normalform

Bewelsidee: Zunadchst kann man die Ordnung einer monotone Grammatik G mit
Ord (G)= 3 stets dadurch um 1 reduzieren, wenn die Regeln (u, v) mi& 3|v|
durch neue regelgebundene Metazeichen Uber Zwischenschritte monoton
realisiert werden. Diese Ordnungsreduktion wird wiederholt angewendet bis
Ord (G) = 2. Die Bedingung der Langentreue wird dadurch erreicht, dal? die
Regeln (x, yy2) nach Einfihrung eines Metazeichekhsdurch X, y1y?2)
ersetzt werden. Sichert man noch, dal? das Zekchede Stelle erreichen kann
und benutzt ein neues Startzeichen dann erhadlt man eine Kuroda-
Normalform, die durch die homomorphe Substitutiorof € S, f Q) = ¢,

f (X) = x in eine zu G &quivalente Grammatik transformiert wird.

Im weiteren kdnnen wir dann voraussetzen, dall eine monotone Grammatik in Kuroda-
Normalform vorliegt.

Beispiel: Wir betrachten die Sprache L ="f4d" | n> 1}. Diese nach Pumping-Lemma nicht
kontextfreie Sprache wird von der monotonen Grammatik G = ({S, A, a, b}, {a, b},R, S) mit

R ={(S, aba), (S, aSAa), (aA, Aa), (bA, bb)} erzeugt.

(Die erste Regel erzeugt das Wort fur n=1 bzw. wird als Abschluf3regel zur Beseitigung von S
angewendet. Durch wiederholte Anwendung der zweiten Regel entstehen zunachst Warter der
Form &S(Aa) und nach Anwendung der ersten Regel die Wottéb@a)-.

Daraus kann das Metazeichen A nur durch k-malige Anwendung der vierten Regel beseitigt
werden, wobei mit Hilfe der dritten Regel die Reihenfolge von A und a vertauschbar ist.
Insgesamt entstehen somit die Wortéf'&"d** mit k = 1. Da die Anwendung der
Reihenfolge zwangslaufig ist, kdnnen auch keine anderen Woérter erzeugt werden.)

Als aquivalente separierte Grammatik entsteht nach oben skizziertem Verfahren die
Regelmenge {(Sppa)., (S, aSAa) , (@A, Aa), (BA, BB), (a, a), B, b)} mit den neuen
Metazeichena und 3 fir a und b. Um eine aquivalente kontextabhangige Grammatik zu
erhalten, ist die RegedtA, Aa ) zu ersetzen durch die Regein §), (0A, dn), (6, A), (N, a).

Um eine aquivalente Kuroda-Normalform zu erhalten, sind in der separierten Grammatik die
Regel (Sppa) zu ersetzen durch die RegeNS(a), (AW, af) und die Regel ( S1SAa ) zu
ersetzen durch die RegekS, ), (A1t aW), (AY, SA). Das neue Startzeicherwird mit der

Regel ¢, S) in das alte Startzeichen S tberfuhrt. Mit der Regeb@\) fir (x O M) kann das
ZeichenA an eine beliebige Stelle gebracht werden.

Fur kontextabhangige Sprachen (Typ-1) gelten weiter folgende Eigenschaften:

Satzz a) Jede kontextabhangige Sprache ist entscheidbar.
b) Jede kontextfreie Sprache, die nicht das leere Wort enthalt, ist auch kontext-
abhangig.
c) Die Klasse der kontextabhdngigen Sprachen st abgeschlossen gegen
Uber Vereinigung, Komplementbildung, Verkettung, Durchschnittsbildung,
inversen Homomorphismen, positiver Hullenbildungt)(L

d) Fur kontextabhangige Sprachen L ist O=und L =X unentscheidbar.
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Beweisidee zu a) Man betrachte den endlichen Graphen, der die Worter der I€ingeals
Knoten und die Regelanwendungen aus der Grammatik als Kanten hat. Eine
Wort p mit |p|< n gehort genau dann zur Sprache, wenn es eine Ableitung
vom Startzeichen (Wurzelknoten) nach p als Pfad in diesem Graphen gibt.
Diese Pfade kbnnen effektiv aufgesucht werden.

Die Typ-1 Sprachen bilden also eine echte Teilmenge der Typ-0 (aufzihlbaren) Sprachen und
auch der entscheidbaren Sprachen. Die Typ-1 Sprachen umfassen die Typ-2
(kontextfreien) Sprachen bis auf die Sprachen, die das leere Wort enthalten.
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3.1 Kellerautomaten und kontextfreie Sprachen

Zur Beschreibung formaler Sprachen wurden bisher Regelsysteme verwendet, die formale
Sprachen als Wortmengen erzeugen (generieren). Wir betrachten jetzt Verfahren, mit denen
entschieden werden kann, ob ein gegebenes Wort zu einer bestimmten Sprache gehdort. Wir
sprechen dann im Gegensatz zur Regelgrammatik, die die Sprache generiert, von einer
akzeptiven Grammatik bzw. von einemkzeptor. Wie schon bei endlichen Automaten im
Zusammenhang mit reguléren Sprachen geben wir das Verfahren als abstrakte Maschine an.
Dazu erweitern wir zunachst den Begiff des endlichen Automaten, indem wir neben dem
Eingabespeicher (ROM) einen Lese-Schreib-Speicher (RAM) zur Verfligung stellen, diesen
einschrankend aber wie einen Keller benutzen. Dieser Speicher kann wieder Worter tGber
einem (Keller-) Alphabet aufnehmen und Uber die Operatiguush (Einschreiben in den
Keller), pop (LOoschen des obersten Kellerelements) utop (Lesen des obersten
Kellerelementes) benutzt werden. Wenn p, q Worter tber dem Kelleralphabet Y und y
Element von Y, dann gilt fur diese Operationepush(p, q) = pg, pop(py) = p und

top(py) = y. Dabei steht das oberste Kellerelement am rechten Ende des Kellerwortes, d.h. wir
lesen den Keller von rechts nach links. (Naturlich kann das auch umgekehrt festgelegt
werden.) Die so festgelegten abstrakten Maschinen (siehe Schema) werden Kellerautomaten
genannt.

Eingabeband
1 1 1
L1 L1 1

> Automat | Kellerband

Definition: Kellerautomat

Eine Struktur K = ( X, Y, Z, h, & S, F) hei3t (endlicher) Kellerautomat,
wenn

a) X (Eingabealphabet),Y (Kelleralphabet), Z (Zustandsmenge) nichtleere
endliche Mengen,

b) 7o O Z (Anfangszustand), 8Y (Startsymbol),
F O Z (Endzustandsmenge),

c) h eine Funktion aus (X {€} ) x Z x Y in die Menge aller endlichen
Teilmengen von Z Y*,
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Bemerkung: Der Kellerautomat ist algemein nicht-deterministisch. Die Elemente der
endlichen Mengen h( x, z, y ), wo x das gelesene Zeichen des Eingabebandes
oder das leere Wort, z den vorliegenden Zustand und y das oberste
Kellersymbol bezeichnet, sind Paare ( z, q ) aus Folgezustand z und zu
schreibendem Kellerwort g als mdgliche Reaktionen des Automaten. Falls
dabei immer nur héchstens eine Reaktion moglich ist, hei3t K deterministisch

Arbeitsweise des Kellerautomaten K:

Die momentane Situation von K wird durch eine Konfiguration k =( p, z, g ) beschrieben, wo
p das gegebene Eingabewort (Belegung des Eingabebandes ab aktueller Position), z den
aktuellen Automatenzustand und g das vorliegende Kellerwort (Belegung des Kellerbandes)
angibt.

Die Konfigurationen (p,& S) heil3en_Anfangskonfigurationen.

Die Konfigurationen €, z,£) bzw. (g, z, q) mit z O F werden als Endkonfigurationen
bezeichnet.

Mit Hilfe der Funktion h wird zu jeder Konfiguration k eine Menge von Folgekonfigurationen

K™ (in Zeichen: kF k") wie folgt bestimmt:

(P, z, ) F(p". 2. q") genau dann, wenn p=xp’, q=q1Y, q'=qgq1” und (z’, ¢") O h(x, z, y)

for yOY,qq, 00 OY* und xO (X O{e}).

Durch b* bezeichnen wir wieder die transitive und reflexive Hiille von | und beschreiben

damit Konfigurationsfolgen. Dabei ist |¢* k* genau dann, wenn k =k’ oder es gibt eine
Folge ky ,..., ky von Konfigurationen mit =k, ky=k" und k Fkj+1 furalle 0<i<n.

Definition: Akzeptierte Sprache
a) Die Wortmenge §(K) ={p | p UX* und es existiert ein Z] Z mit
(p.&S)F (e ze)}
heil3t die vom Kellerautomaten K _mit leerem Keller akzeptierte Sprache .
b) Die Wortmenge E(K) ={p|pOX* und (p,% S)}* (& 7. q)
fur ein 2 O F und qJY* }
heil3t die vom Kellerautomaten K mit Endzustand akzeptierte Sprache.

Bemerkung: Allgemein ist g ( K') # Lg ( K ). Wie spater gezeigt wird, kann man durch
Modifikation des Kellerautomaten K den einen in den anderen Fall Giberfiihren.
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Beispiel: Der Kellerautomat K = ({ 0,1}, { ab,c}, (zg, 21 }, h, Zg, & O ) mit h nach

Tabelle

h Z0 2]

a (zo, ba) (zp, ca) (z1,¢) || - (z1,¢)
b (zo, bb)(z1, €) |(zo, cb) - (zr.&) |- -

c (zg, bc) (zg.cc)(z1,8) |- - (z1.9) |-

X 0 1 € 0 1 €

akzeptiert z.B. dasWort 001100 durch die Konfigurationenfolge
(001100, zg, &), (01100, zq, ba), (1100, zq, bba), (100, zq, bbca),
(100, z1, bbc), (00, z1, bb), (0, 21, b), (g,21,€) bzw.

dasWort 00 durch die Konfigurationenfolge
(00, zp, &), (0, zg, ba), (O, z1,b), (€,21,€) bzw.

dasWort € durch die Konfigurationenfolge (g, zg, 8), (€, 21, €).

Von diesem Kellerautomaten wird mit leerem Keller die Sprache

Le (K)={pp |p O{01}*} akzeptiert. An den nichtdeterministischen Stellen

rat der Automat mit dem Ubergang zum Zustandiie Mitte des Eingabewortes.
Diese Sprache kann von keinem deterministischen Kellerautomaten akzeptiert
werden.

Kellerautomaten konnen auch wieder durch Graphen beschrieben werden,
wobei den Zustanden die Knoten und den durch h mit (Z7 o) x, z, y )
moglichen Ubergangen die mit (X, y, q ) beschrifteten Kanten entsprechen.

Bemerkung:

Der Kellerautomat aus dem obigen Beispiel ist durch den folgenden Graphen
bestimmt.

(O,b,e), (1,c,e), (g,a,¢)
Z0 Z1

(0,b,e), (1,c,¢)

(0,y,by), (1,c,cy)

Die Ubergange von z nach z”" fir (z',g h (¢, y, z ) heiBer-Ubergange.
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Satzz Akzeption mit leerem Keller und Akzeption mit Endzustand

Zu jedem Kellerautomaten K gibt es einen Kellerautomaten K" mit
Le (K) = LF (K') bzw. Lp (K) = Lg (K) .

Beweis: 1) Lg (K) = Lg (K) :
(K akzeptiert mit leerem Keller, K" akzeptiert mit Endzustand)
Der Kellerautomat K = ( X, Y, Z, h,% S, U ) wird durch den Kellerautomat
K=(XY,Z,h,zy,S, {z}) simuliert.
Wir fuhren ein neues Startsymbol S” ein und erweitern die Zustandsmenge Z durch
Hinzunahme eines Anfangszustandgsund eines Endzustandgs zu der neuen
Zustandsmenge Z'.

SOY, 75,02z Y =YO{S}, Z=20{zq, 2z}

Far alle xO X, y O Y, z O Z ist h" und h identisch. Lediglich fir das neue
Startsymbol und den Anfangszustang konstruieren wir h” derart, daf3 ausgehend
vom Startzustandz und vom Startsymbol S in den Zustangl mit der
Kellerinschrift S°S Ubergegeangen wird. Die neu entstandene Konfiguration ist die
Startkonfiguration des Kellerautomaten K. Akzeptiert der Automat K mit leerem
Keller, so ergibt sich die Kellerinschrift von K’ zueS’Anschlieend wird in den
Endzustand glubergegangen.

h'(e, 20, S') ={ (2, S'S) },
h'e,z,8)={(z. 9},
h'(x,z,y)=h(x,z,y) furallekXi X,ydY,z0OZ.

Falls K determiniert ist, dann ist auch K" nach dieser Konstruktion determiniert.

2) [ (K) = Lg(K)
(K akzeptiert mit Endzustand, K" akzeptiert mit leerem Keller)
Der Kelleautomat K = ( X, Y, Z, h,# S, Z= ) wird durch den Kellerautomat
K=(XY,Z,zy,h", S,0) simuliert.
Wir konstruieren eine neue Zustandsmenge Z  durch Hinzunahme der Zusténde
Zg .Z¢ . Das Kelleralphabet Y~ ergibt sich aus dem Kelleralphabet Y, erweitert um
ein neues Startsymbol S’.

SOY, z,z' 0Oz Y=YUO{S}, Z=zZ0{zq,z}und

Die Uberfuhrungsfunktion h” wird so gebildet, daR bei erreichen eines
Endzustandes (Z] Zf) in einen neuen Zustandg'zUbergegangen wird, um
anschlieBend den Keller vollstandig zu leeren. Insgesamt gilt:
(e 25, S)={ (2 S'S)}
h'(e, ze",y) ={(z, ¢} furalleydY’,
h'e z,y)={(z", ¢} furalleydyY, zOZg,
h'(x,z,y)=h (X, z,y) furalleX X, yOdyY, zOZ.
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Satzz Kellerautomaten und kontextfreie Sprachen

Eine Sprache L ist genau dann kontextfrei, wenn es einen Kellerautomat K mit
L = Lg(K) gibt.

Beweis: &) Wenn L kontextfrei, dann gibt es einen Kellerautomaten K mit Lg(K) = L .
O.B.d.A. konnen wir voraussetzen, dall L durch eine Grammatik
G =M, A R,S) in reduzierter Chomsky-Normalform erzeugt wird, d.h.,
L = L(G).
Wir bilden den Kellerautomaten
K=(A, (MOA),{z}, h, z, S,0) mit
h (x, z, X) ={(z,¢)}, h (g, z, u) ={(z, v)} fur xOA, uOM und (u, v)IIR.

Man kann zeigen, dal’ es zu jeder Linksableitung eines Wortes p aus L bzgl. G
eine Konfigurationsfolge von K gibt, so dalR S1 p gdw.

(. 2, S} (6.2,) .

Der Kellerautomat simuliert mit den Ubergangenu, v) die Linksableitung und
schreibt jeweils das Spiegelbild der durch die Regelanwendung erzeugten
Worter als Zwischenergebnisse in den Keller. Die Uberfiihrung @, dient

dazu, den Keller von Eingabesymbolen aus A zu saubern, die bei der Simulation
im Keller entstehen. Genauer wird der Beweis induktiv Uber die Lange der
Ableitung bzw. Konfigurationsfolge gefuhrt.

b) Wenn K ein Kellerautomat, dann ist die Spracp@). kontextfrei.
Zu K= (XY, Z h, g S,0) wird unter der Annahme 0O L¢(K) die
kontextfreie Grammatik G = (M, X, R, S ) konstruiert , woflr
M=XUOYO{[zy z]|yOY,z,zZ0OZ}und R=R0ORx mit
Rs={(S.[2.y.2])|yD0Y,z0Z} und
R ={([zy,Z], X[, W, 1] [z"-1 -1 27 [zl W1 7))
=0,z 2,202z xOXO{e,und (@ ,yl ...y1)Oh(x, z )

Man kann zeigen, dal3 fur die so gewahlte Grammagk $z 2’10 p O X*
genau dann gilt, wenn (pgzS) F* (g, ', €) . Da mit den Regeln ausgRlie
Ableitung SO [ zg, S, z'] erzeugt werden kann, folgt schlielichC fLg(K)
genau dann, wenn 3 pUOL (G) . Fure O Lg(K) ist noch eine entsprechende
Regel in G zu erganzen.

Folgerung: Zu jedem Kellerautomaten kann ein Kellerautomat mit einem Zustand angegeben
werden, der dieselbe Sprache akzeptiert. (Die dem Satz entsprechende
Konstruktion dieses Kellerautomaten geht zu Lasten des Kellerumfangs.)

Definition: Deterministischer Kellerautomat, deterministisch kontextfreie Sprache

a) Ein Kellerautomat K= (X, Y, Z, hgzS, F) heil3t_deterministisch , falls
zu jeder Konfiguration k héchstens eine Folgekonfiguration k™ npitkk
existiert.

b) Eine formale Sprache L heif3t deterministisch kontextfrei, falls ein
deterministischer Kellerautomat K migl( K ') = L existiert.
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Satz: Durchschnitt mit requlédren Sprachen

Wenn LO X* (deterministisch) kontextfrei und R X* regular, dann ist Ln R
(deterministisch) kontextfrei .

Bewels: Zu den nach Voraussetzung existierenden (deterministischen) Kellerautomaten
K=(X,Y,Z h, 7, S, F)und endlichen Automaten A = ( X, Z', § ,zZ£') mit
L = Lp(K) und R = L(A) konstruieren wir den (deterministischen) Kellerautomaten
K=(X,Y,Z,h,2,S F),wo Z'=2Z,2y=[ 29, 25}, F'= Fx ZF und
([2,2771,9)0 h(x,y,[2z 2]) falsg, O h(x,y,z)und f(x, 2) =,
([z,271,9)0h €y, [z, 2]) falls €, q)0h vy, 2).
Dann kann man zeigen:

LE"(K)=Lp(K) nL(A),dennfir @ X*, qO0Y* z OF, 2z’ 0ZF ist

(0. [ 20,201, S) k(e [2,2°], @) gdw. (p, & S) } (e,z, q) und f(p,z) = 2"

Satzz Abgeschlossenheit gegeniiber inversen Homomorphismen

Wenn LO X* (deterministisch) kontextfrei und fX* — X* eine Substitution mit

f( pq ) = f(p) f(gq) fur alle p,q0 X* (Homomorphismus), dann ist '1(L)
(deterministisch) kontextfrei.

Beweis: Zu den nach Voraussetzung existierenden (deterministischen) Kellerautomaten
K=(X,Y,Z,h,%, S, F) mit L=Ix(K) konstruieren wir den (deterministischen)
Kellerautomaten K= ( X, Y, Z', h, [ €], S, Fx { ¢} ) mit
Z=27x {p | existiert pd X* , x O X mit f(x) =pp} und
hx, v, [zel)={([zfX]1,y)Ix0X, ydY},

d.h., zur Eingabe xwird f (X) als Eingabe fur K erzeugt, bzw.

h(e, v, [zpllt={(lz.pla)l&a)dh(ey z)}
d.h., es werder-Ubergéange von K simuliert, bzw

h'(e.y,[z,xp])={([z.pl.a)[{z.alh(xy.z)},
d.h., es werden Ubergéange von K zur Eingabe x simuliert.

Dann kann gezeigt werden, daf3 firlizF gilt:
(P.[20€],S) F*k & [zrel.a) gdw. (f(p).®S) F*k(E 7, q), d.h. |r (K)=FL(L).

Definition: Min(L)= {p | pUL und fur alle g: wenn [dL Anfangsstick von p, dann ist p=q}
als die Menge aller Worter aus L, fur die kein echtes Anfangswort zu L gehort,
wird alsMinimumvon L bezeichnet.
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Satzz Abgeschlossenheit gegenuber Minimumbildung
Wenn L deterministisch kontextfrei, dann ist auch  Min(L) deterministisch
kontextfrei.

Beweis: Zu dem nach Voraussetzung existierenden deterministischen Kellerautomaten
K=(X,Y,Z,h, %, S, F)mit I (K) =L konstruieren wir den deterministischen
Kellerautomaten K'=(X,Y,Z,h"gS,F) mit h'={h | XYxZ \ F}, d.h., aus h werden
die von Endzustanden ausgehenden Ubergange gestrichen. Dann gilt:
LE(K)=Min(L).

Bemerkung: Es existieren kontextfreie Sprachen, die nicht determininistisch kontextfrei sind.

Beispiel: Die Sprache L=pp |pO{a, b} } wird durch die Grammatik mit den Regeln

S - aSa | bSb ¢ erzeugt, ist also kontextfrei. Wenn wir annehmen, daf3 L
deterministisch kontextfrei ist, dann waren L~ =nL(ab)" (ba)* (ab)* (ba) =

= {(@b)M (ba)? (ab? (ba)" | m=1,n=0 }und Min(L)={p | pdL und

n < m} auch deterministisch kontextfrei, woraus im Widerspruch zu fruher die
Kontextfreiheit von fi( Min (L)) ={aMb"a bM|0<n<m} mit der
homomorphen Substitution f (a) = ab, f (b) = ba folgen wiirde.

Folgerung: Nichtdeterministische Kellerautomaten sind hinsichtlich der von ihnen akzep-
tierten Sprachen ausdruckstarker als deterministische Kellerautomaten.

Bemerkung: Es existieren deterministische Kellerautomaten K mit nicht regulagéi).L

Beispiel: Die nicht regulare Sprache L =Rk | n> 0} wird von dem deterministischen
Kellerautomaten K = ({ a, b }, {S}, { 8 z1, z2 }, h, z5, S) mit
h@ % S) = (& SS). hb, & S) = (7,8 h(a 2, 5) = (7, 9,
h({, 2,5 =@15S), h(a,2S)=(2,S), h(,2S)=(>,S) zum leeren
Keller im Zustand z akzeptiert, d.h., L =4(K).

Folgerung: Deterministische Kellerautomaten sind hinsichtlich der von ihnen akzeptierten
Sprachen ausdrucksstarker als endliche Automaten.

Satzz Eigenschaften deterministisch kontextfreier Sprachen

a) Wenn L deterministisch kontextfrei und R regular, dann ist die
Quotientensprache L /R = {p | existiertlgR mit pgll L } deterministisch
kontextfrei.

b) Wenn LO X* deterministisch kontextfrei, dann ist auch ihr Komplement X* \ L
deterministisch kontextfrei.

c) Zu jeder deterministisch kontextfreien Sprache L existiert ein deterministischer
Kellerautomat K ohne-Ubergange fur Endzustande mit L g (K).

d) Es gibt deterministische Kellerautomaten K, wg(K) nicht deterministisch
kontextfrei ist.

e) Deterministisch  kontextfreie ~ Sprachen sind nicht  abgeschlossen unter
Vereinigung, Verkettung, Iteration und Homomorphismen.
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3.2 Turing-Automaten und Regel-Sprachen

Um die Klasse der von Automaten akzeptierten Sprachen Uber die kontextfreien Sprachen
hinaus zu erweitern, heben wir die beim Kellerautomaten angenommene Beschrankung des
RAM-Speichers als Keller wieder auf und betrachten ein unendliches Speicherband, wo an
beliebigen Stellen (Zellen) gelesen und geschrieben werden kann. Wir benutzen dazu das nach
beiden Seiten offene Eingabeband. Um beliebige Stellen dieses Bandes zu erreichen, geben
wir dem Automaten die Mdglichkeit, neben dem Lese- und Schreibvorgang, ausgehend von
einer Zelle die linke oder rechte Nachbarzelle aufzusuchen. Zusammen mit dem zu
schreibenden Symbol wird diese Bewegungsmaoglichkeit durch eine Ausgabereaktion des
Automaten bestimmt. Wir folgen dem vofuring (1936) vorgeschlagenen Modell des
Turing-Automaten und untersuchen die von diesem akzeptierte Sprachklasse.

Definition: Turing-Automat

Eine Struktur T = ( X, Y, Z, h,g F, #) heif3t Turing-Automat , falls

a) X, Y, Z nichtleere endliche Mengen, XY, Yn Z=0,#0Y\X,
zo0Z,FOZ und

b) h eine Funktion aus ¥ Z in die Potenzmenge Uberx¥Zx {r, |, 0 }.
(Die im allgemeinen partielle Funktion h mit Tripelmengen als
Funktionswerte kann auch als Relation Uber Y X ZxY xZx{r, |, 0}
aufgefal3t werden. r, |, o kennzeichnen die Bewegungsmdglichkeiten als
Ausgabereaktion.)

Bezeichnungen: X Eingabealphabet, Y Bandalphabet,
Z Zustandsmenge, F Endzustandsmenge,
Zg Anfangszustand, # Leerfeldsymbol (Blank),

h Uberfuhrungsfunktion.

Schematisch kann man einen Turing-Automaten wie folgt darstellen:

Y RAM
h Steuerautomat
z
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Bemerkung: Hinsichtlich der Realisierung des Speichers und seiner Nutzung sind noch
andere Modellvorstellungen entwickelt worden, z.B. mehrere Speicher mit
verschiedenen Grundal phabeten, andere Adressierungs- bzw.
Bewegungsmaglichkeiten, die im wesentlichen aber keine grundséatzliche
Erweiterungen gegeniiber dem obigen Modell darstellen.

Zur Beschreibung der Arbeitsweise eines Turing-Automaten bei vorgegebener Beschriftung
des Speicherbandes fuhren wir Konfigurationen als Worter der Form pzq aus Y*ZY* ein,
wo z den aktuellen Zustand des Steuerautomaten, p die Beschriftung des Speichers links von
der adressierten Zelle, g die Beschriftung des Speichers ab der adressierten Zelle nach rechts
und das erste Zeichen von q den Inhalt der adressierten Zelle bestimmt. Der Automat arbeitet
immer auf einem endlichen Abschnitt des Speichers und auf3erhalb dieses Abschnittes ist der
Speicher mit dem Symbol # (Blank) beschriftet.
Alle Konfigurationen #*pzg#* werden mit pzq identifiziert, d.h., vor p bzw. hinter q durfen
beliebig viele # geschrieben werden.
Zu einer Konfiguration pzq werden Folgekonfigurationen p’z'q” als Verhaltensreaktion des
Automaten wie folgt definiert:

Wenn (y, z’, rJ h(x, z) mit g =xw, dannist p"=py und q'=w mdglich.

Wenn (y, z’, )d h(x, z) mitp=vx’,g=xw, dannist p"=v und g =xyw mdglich.

Wenn (y, z’, o)1 h(x, z) mit q =xw , dannistp’=p und q'= yw mdglich.
Die Folgekonfigurationen entstehen durch Anwendung folgender Substitutionsregeln:

Bei Bewegung r durch die Regel zxyz’,
bei | durch die Regel zx z'y
und bei o durch die Regel xzx z'x’y fir beliebige X1 Y.

Fassen wir diese Regeln zur RegelmengezBRBsammen, dann kann der Ubergang von der
Konfiguration pzq zu einer Folgekonfiguration p'z'q” wie tblich mit gzqp'z'q” durch
Regelanwendung beschrieben werden, wobei die Symbole # vor p bzw. hinter g nach Bedarf
zu erganzen sind.
Bezeichnet |- * wieder die reflexiv, transitive Hiille von |- , dann ist die von dem Turing-
Automaten akzeptierte Spraclirch die Wortmenge

L(T)={q|GX* und es existiert eingZ] F mit z,q } * vzsw }

gegeben.

Ein Wort q , als Anfangsbeschriftung des Speicherbandes, wird vom Turing-Automat genau
dann akzeptiert, wenn die Konfigurationsfolge zu einem Endzustand fuhrt. Das Eingabewort q
mufd dabei nicht notwendig vollstandig gelesen werden. Die Akzeption sagt nichts daruber
aus, nach wieviel Schritten ein Endzustand erreicht wird. Da h allgemein partiell ist, muf3
nicht zu jeder Konfiguration eine Folgekonfiguration definiert sein. In diesem Fall sagt man ,
dall der Turing-Automat__halt. Wird ein Wort nicht akzeptiert, dann kann die
Konfigurationsfolge unter Umstanden unbeschrankt fortsetzbar sein, ohne daf3 ein Endzustand
angenommen wird oder der Automat anhalt.

Modellvarianten :

a) Turing-Automaten mit halbseitig unendlichem Speicher
Da der Automat zu jedem Zeitpunkt nur einen endlichen Speicherbereich benutzt hat, kann
bei notwendigen Bewegungen Uuber das Speicherende vorher eine gegenlaufige
Verschiebung des benutzten Speicherbereiches vorgenommen werden. (Auffillen mit
Blanks.)
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b) Mehrband-Turing-Automaten

Mehrere Speicherbander koénnen zu einem Speicherband mit mehreren Spuren
zusammengefalRt werden. Die Zellen des gemeinsamen Speicherbandes werden
entsprechend mit Tupel von Symbolen beschriftet, die auf den gegebenen Speicherbander
stehen. Zur Festlegung der jeweils aktuell zu lesenden Zelle wird das dort vorhandene
Symbol in der Beschriftung des gemeinsamen Speicherbandes auf der entsprechenden Spur
durch einen Doppelganger ersetzt. Diese Doppelganger sind als neue Symbole in die
Menge Y aufzunehmen. Sobald die jeweilige Zelle nicht mehr aktuell ist, wird an dieser
Stelle auf der entsprechenden Spur wieder das Originalsymbol eingetragen.

Beide Varianten konnen daher auf das urspriingliche Modell des Turing-Automaten
zurtckgefuhrt werden.

Definition: Deterministischer Turing-Automat
Ein Turing-Automat T = ( X, Y, Z, h,g F, # ) heil3t deterministisch , falls h
eine allgemein  partielle Funktion aus x¥inYxZx{r, |, 0} st
d.h., |h(y,z)|<1furalleydY undz[Z.

Satz. Aquivalenz nichtdeterministischer und deterministischer Turing-Automaten
Zu jedem nichtdeterministischen Turing-Automaten laf3t sich ein deterministischer
Turing-Automat angeben, der dieselbe Sprache akzeptiert.

Beweisidee: O.B.d.A. kann von Turing-Automaten mit einem Speicherband und jeweils
hochstens zwei mdglichen Folgekonfigurationen ausgegangen werden. Die
bildbaren Konfigurationsfolgen kénnen dann als Wérter Gber einem binaren
Alphabet codiert werden. Es wird jetzt ein Dreiband-Automat konstruiert, der
im ersten Band das Eingabewort und im zweiten Band die Kodeworter fur die
Konfigurationsfolgen des nichtdeterministischen Automaten speichert.
Nachdem ein Kodewort gespeichert wurde, wird die entsprechende
Konfigurationsfolge auf dem dritten Band deterministisch ausgefihrt.

Definition: Aufzahlbare (berechenbare) Sprache
Eine formale Sprache L heil3t (rekursiv) aufzdhlbar , wenn es einen Turing-
Automaten T mit L=L ( T) gibt, d.h., der L akzeptiert.

Beispiel: Der Turing-Automat T=({0, 1}, {0, 1, N, E, #}, {8, 21, 22, 73, Z4},h, zp,{z4}, #)
mit h nach Tabelle

0 1 N E #
20 Nz, - - Ez.n -
21 O,z (E2,) - E.z.,n -
z2 ©0,2.) - N.zo.r) (E2.) -
23 i : - (E.zzn (47,0
z4 - - - - -
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kann in Analogie zu den anderen Automatenbegriffen auch durch den Graphen

a (##,0) e
v

(EEr) (EEN (0,0,))
(0,0,r) (EE))

festgel egt werden.
Der Automat T akzeptiert die Sprache L (T) ={ 0N1N |n>1}. Dabei bedeuten
die Zustande:
zo (Anfangszustand) ersetzt eine rechtsstehende 0 durch N mit
Rechtsbewegung.
z1 sucht nach rechts die erste 1 und ersetzt diese durch E mit Linksbewegung.
zo sucht nach links das erste N und geht danach mit Rechtsbewegung in den
Zustand .
z3 sucht nach rechts das erste Blank und geht danach mit Rechtsbewegung in
z4 Uber.
z4 (Endzustand) ist der akzeptierende Zustand .

Zum Eingabewort 0011 entsteht die Konfigurationsfolggd021 | Nz1011 | N0zq11 }
Nzp0E1 } zoNOE1 | NzgOE1 | NNz1E1 F NNEz11 | NNzoEE | NzoNEE | NNzqEE |
NNEZz3E } NNEEz3 | NNEEz4 .

Dieselbe Sprache wird durch den Zweiband-Automaten mit folgendem Graph akzeptiert.

([0#4,[00], [rr]) (101, [174, [rI])

(14, [14. [ol])  ([##, [##, [o0])

Die Reaktionen auf den beiden Bandern sind jeweils in eckige Klammern gesetzt. Zunachst
schreibt der Automat im Zustang) die Nullen vor der ersten 1 vom ersten (Eingabe-)Band
auf das zweite Band. Dann wird im Zustand gepruft, ob danach auf dem ersten Band
soviele Einsen stehen wie auf dem zweiten Band Nullen. Nur dann geht der Automat in den
akzeptierenden Zustaneg @ber.
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Satzz  Turing-Automaten und Typ-0 - Sprachen
Eine formale Sprache L ist genau dann vom Typ-0 , wenn es einen sie akzeptierenden
Turing-Automaten T mitL =L ( T ) gibt.

Beweis: a) Konstruktion einer Typ-O Grammatik G zum Turing-Automaten T  mit
L (T)=L (G):
SeT=(X,Y,Z h, z5 F, # und SOY O Z. Dann bildenwir M =Y O Z O {S}
und das zu T gehdrige Regelsystem o da? pl L (T) genau dann, wenn gilt
Zop O wmzfge mit g O Y* z¢ O F mit Hilfe der Regeln aus{R (bis auf
Blanks).
Wir bilden die Regelmenge R =fRJ {zf - S, yS—- S, Sy- S| zUF, ydY}.
Dann gilt pO L (T) genau dann, wenn gz [0 S mit den Regeln aus R. Die
Grammatik G" = (M, A, R", S) mit A=Xl Z 0O {#} und wo R aus R durch
Umkehrung der Regeln entsteht erzeugt dann die Sprache L (G") mit der
Eigenschatft :
{zogp | pOL(M) }=L(G) n {zg}A*. Aus G” kann leicht die gesuchte
Grammatik G mit L (G) = L (T) erzeugt werden.

b) Konstruktion eines Turing-Automaten T zur Typ-0 Grammatik G mit
L(G)=L (T)

Idee: Man bilde einen Zweiband-Automat , der auf dem ersten Band das
Eingabewort p aufnimmt und damit auf dem zweiten Band die Ableitungen
SO q der Grammatik G bildet. (Die Ubergangsfunktion h des Turing-
Automaten entspricht den Regeln der Grammatik, wie eingangs erlautert.)
Danach werden Beschriftungen beider B&nder verglichen. Der Automat
akzeptiert, wennp =¢q.

Folgerungen: 1. Eine Sprache ist vom Typ-0 genau dann, wenn sie (rekursiv) aufzahlbar
ist.
2. Eine Sprache ist (rekursiv)aufzahlbar genau dann, wenn sie von einem
deterministischen Turing-Automaten (mit einem Band) akzeptiert wird.

Definition: Entscheidbare Sprachen
Eine formale Sprache LI X* heif3t (rekursiv) entscheidbar, wenn es einen
deterministischen Turing-Automaten T mit L = L (T) gibt, der fur jede Eingabe
p O X* halt.

Bemerkung: Fir solche Sprachen ist durch T ein Entscheidungsverfahren gegeben, mit dem
fur jedes Wort aus X* festgestellt werden kann, ob es zu L gehort oder nicht.
Diese Entscheidung kann am Zustand, den T nach dem Anhalten einnimmt,
abgelesen werden. In jedem Fall erreicht der Turing-Automat T eine
Konfiguration, zu der keine Folgekonfiguration existiert.
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Satz  Zusammenhang zwischen aufzdhlbaren und entscheidbaren Sprachen

Eine Sprache L] X* ist genau dann entscheidbar, wenn L und ihr Komplement
X*\ L aufzahlbar ist.

Beweisidee: a) Nach Definition ist LL1 X* genau dann entscheidbar, wenn ihr Komplement

X*\ L entscheidbar ist. Jede entscheidbare Sprache ist aber auch aufzahlbar.

b) Wenn L und X*\L aufzahlbar sind, dann existieren Turing-Automaten T und

T mit L(M)=Lund L(T)= X*\L.Man bilde einen Turing-Automaten
mit zwei Bandern, der auf dem ersten Band den Automaten T und auf dem
zweiten Band den Automaten T simuliert bei dem gleichen Eingabewort
p O X* Die Zustande dieses Automaten sind die Zustandspaare der
Automaten T und T'. Der Automat soll anhalten (keine Folgekonfiguration
definiert), sobald bei einem der Automaten T oder T ein Endzustand ereicht
wird. Das Wort p wird akzeptiert, wenn der Automat auf Band eins anhalt, d.h.,
wenn T anhalt.

Satzz Existenz nicht entscheidbarer Sprachen

Es existieren (rekursiv) aufzahlbare Sprachen, die nicht entscheidbar sind.

Beweisidee: Jede endliche algebraische Struktur kann Uber einem zweielementigen Alphabet

{0, 1} kodiert werden, d.h., man kann eine injektive Funkdomngeben, die

zu jeder Struktur eindeutig eine Folge (Kodewort) tUber {0, 1} bestimmt, aus
der umgekehrt auch die kodierte Struktur wieder ermittelt werden kann. Die
Werte von® und®-1 sind effektiv zu konstruieren. Entsprechendes gilt fiir
Tupel aus (endlichen) Wértern und Strukturen@®eeine solche Kodierungs-
funktion der Paare (p, T), wolp X* und T Turing-Automat tber X.

Wir fihren die_(Universal)-Spracheyl={ ® (p, T) | pO L (T) } O {0, 1}*

ein. L, ist (rekursiv) aufzahlbar und wird durch einen Zweiband-Automagen T
akzeptiert, der auf dem ersten Band zur Eingab@, T) entsprechend®-1
zunachst p und T bestimmt und danach auf dem zweiten Band den Automaten
T bei der Eingabe p simuliertyTakzeptiert® (p, T), wenn p von T akzeptiert
wird. Ty, heif3t Universal-Automat , da er beliebige T simuliert.

Andererseits ist die_(Diagonal)-Sprachg £ { ®'(T) | ®(T) O L (T) } O

{0, 1}* , wo @'(T) Kodewort von T, nicht aufzahlbar, denn sonst mufite es
einen Turing-Automaten g mit L (Tg) = Lg geben, wofur ®'(Tg) U Lg =

L (Tg) genau dann, werd'(Tg) O L (Tg) ist.

Ware nun {0, 1}*\ L, aufzahlbar, dann konnten wigldadurch aufzahlen,
dafid wir durch einen Turing-Automaten fur die Eingdl{g¢) das
Kodewort ®(®'(T), T) erzeugen und akzeptieren, wenn dieses Wort nicht zu
Ly gehort. Wenn aber {0, 1}* \ g nicht aufzahlbar ist, dann kann die durgh T
aufzahlbare Sprachglauch nicht entscheidbar sein.

Folgerung: Die aufzéhlbaren Sprachen sind nicht abgeschlossen gegen Komplement-
bildung.
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3. Automaten und Sprachen

Defintion:  Turing-berechenbare Funktion
Sei T ein deterministischer Zweiband-Automat mit dem Alphabet X1 fur das
erste (Eingabe)-Band undoXur das zweite (Ausgabe)-Band: bezeichne die
Funktion , die genau fiir diejenigen Worter p tbgr definiert ist, fur die T mit
p als Beschriftung des Eingabebandes anhalt, und der Funktiong\@rtafs
Beschriftung des Ausgabebandes entsteht.
Eine Funktion f aus X nach X>* heif3t (Turing)-berechenbar, wenn es einen
deterministischen Turing-Automaten T mjt £ f gibt.

Eigenschaften: 1. Jede im intuitiven Sinne berechenbare Funktion ist Turing-berechenbar.
2. Es gibt Funktionen, die nicht Turing-berechenbar sind.

Definition: Turing-erzeugbare Sprache

Sei T ein nichtdeterministischer Mehrband-Automat mit einem (Ausgabe)-Band,
auf dem nur von links nach rechts geschrieben werden kann. Mit ERZ(T)
bezeichnen wir die Menge aller Inschriften dieses Ausgabebandes ohne Blanks,
die entstehen, wenn T angesetzt auf leere Bander anhalt.

Eine Sprache L heil3t Turing-erzeugbar, wenn es einen nichtdeterministischen
Turing-Automaten T mit ERZ(T) = L gibt.

Eigenschaften: 1. Jede Turing-erzeugbare Sprache ist (rekursiv)aufzahlbar und umgekehrt.
2. Wenn L aufzahlbar, dann gibt es einen Turing-Automaten der jedes Wort
von L genau einmal erzeugt.
3. L ist genau dann entscheidbar, wenn es einen Turing-Automaten gibt, der
die Worter von L in aufsteigender Lange und genau einmal erzeugt.

Definition: (rekursiv) reduzierbare Sprachen

Eine Sprache { O X1* heil3t auf die Sprache oL 0 Xo* (rekursiv) reduzierbar
(L1 7> L), wenn es eine Uberall auf{Xdefinierte Turing-berechenbare Funktion f nach
Xo* gibt, fur die f(p) Lo genau dann gilt, wenn[p L.

Eigenschaften: 1. Die Relatio™ > ist reflexiv und transitiv.
2. L1 7> Lp genau dann, wenngX\ L1~ > Xo*\ L.
3. Wenn Iy 7 > Lo gilt und Ly ist aufzahlbar, dann ist auch hufzéhlbar.
4. L ist genau dann aufzahlbar, weni = L; mit L, (Universal)-Sprache.

Automatentheorie und Formale Sprachen S.Gerber
67



3. Automaten und Sprachen

Definition: Eigenschaften P aufzahlbarer Sprachen sind Teilklassen der Klagsger Typ-0

Sprachen, d.h., Pradikate tlleg. Eine Eigenschaft P heif3t nicht-trivial, wenn P
mindestens eine und nicht alle SprachenlaylamfaRt, d.h., es giltd # P O L.

Satzz. Existenz nicht entscheidbarer Eigenschaften aufzéhlbarer Spréshtnvon Rice)

Jede nicht-triviale Eigenschaft aufzahlbarer Sprachen ist unentscheidbar.

Beweisidee:

Folgerung:

L sei eine aufzéhlbare Sprache mit L = L (T) und P sei eine nicht-triviale
Eigenschaft aufzahlbarer Sprachen , die auf L aber nichClambtrifft, d.h.,

L O PundO OP. Eine solche Eigenschaft P existiert, da P entscheidbar genau
dann, wenn (nicht P ) entscheidbar ist.

Zu einem Wort g Uber dem Eingabealphabet von T konstruieren wir einen
Turing-Automaten der bei einem Wort p als Beschriftung des
(Eingabe)Bandes genau dann anhalt , wenn der Automat T bei p und der
Automat T, beiq anhalt, d.h., es gilt :

L(Te={p| pOL und qOL (T =Ly}

Also ist LG) =L ,falls g0 Ly und L('Ih):D ,falls qO Ly .

Das bedeutet : IqX'D P genau dann, wenni gL, .

Sei b= {®'(T) | ®'(T) Kodewort des Turing-Automaten T und L(I)P}.

Ware Ly entscheidbar, dann ware auch entscheidbar, oa) L(TP qilt oder
nicht. Damit ware aber im Widerspruch zu frihgrdntscheidbar. Also kanmL

nicht entscheidbar sein. Damit ist auch die nicht-triviale Eigenschaft P nicht
entscheidbar.

Es ist nicht entscheidbar, ob eine beliebige (rekursiv) aufzahlbare (Typ-0)
Sprache leer, bzw. endlich, bzw. regular, bzw. kontextfrei, bzw.
kontextabhangig, bzw. entscheidbar ist. (Nicht-triviale Eigenschaften)

Bemerkungen: 1. Folgende Eigenschaften (rekursiv) aufzahlbarer Sprachen L sind nicht

(rekursiv) aufzahlbar: L £1 ; L = X* ; L rekursiv-aufzahlbar ; L nicht
rekursiv-aufzahlbar ; Lregular; L\yl= 0O .

2. Folgende Eigenschaften (rekursiv) aufzahlbarer Sprachen sind (rekursiv)
aufzahlbar : 10 ; |L|=k>0; pOL fur ein vorgegebenes festes
pOX*; Ln Ly z0.

3. Es ist nicht entscheidbar, ob ein (beliebiger) Turing-Automat bei leerem
Eingabeband (nur Blanks) héalt. (Halteproblem: Verallgemeinerung des
Satzes von Rice)
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3. Automaten und Sprachen

3.3 Linear-beschrankte Automaten und kontextabhangige Klassen

Die Monotonie der Typ-1 Grammatiken erlaubt es, das Speicherband des akzeptierenden
Turing-Automaten auf den Bereich des gegebenen Eingabewortes linear zu beschrénken.

Definition: Linear beschrankter Automat

Eine Struktur B = (X, Y, Z, h,& F, [, ] ) hei3t_linear-beschrankter Automat,

wenn

a) (X,Y, Z, h, zo, F) ein (nichtdeterministischer) Turing-Automat (ohne Blank),

b) [,]0Y\(XOZ) (linke bzw. rechte Randmarke) und

c)aus (Y, z,o)h(y, z) folgt y =[bzw.] genau dann, wenny = [ bzw. ]
und aus y = [ bzw ] folgt 8 | bzw. r. (Die Randmarken durfen weder
geschrieben, verandert, noch uberschritten werden.)

Durch L (B) = {p | pd X* und [zop] P [uzsv] mit z O F } wird die von B_akzeptierte
Sprache bezeichnet.

Der Automat B kann nur auf dem durch das Eingabewort beschriebenen Bandbereich arbeiten.
Die Arbeitsweise von B wird durch das folgende Bild verdeutlicht:

[y o ] Speicherband
Bewegung
-]
|_4
L B Steuerautomat
Z

Satzz Typ-1 Sprachen und linear-beschrankte Automaten

Eine Sprache L ist genau dann vom Typ-1, wenn es einen linear beschrankten
Automaten B mitL (B) \ §} =L gibt.

(Das leere Wort kann durch einen Automaten B akzeptiert , durch eine monotone Gram-
matik aber nicht generiert (erzeugt) werden.)

Beweisskizze: a) Zu jeder monotonen Grammatik G = ( M, A, R, S ) existiert ein linear-
beschrankter Automat B mit L (G) = L (B).
O.B.d.A. kann G als Kuroda-Normalform vorausgesetzt werden, wobei fur
die Regeln (u, v) aus R gilt: Ju| = |2 und UO M O M2 und S nichtin v
oder u =S und v = Sy . Fur jedesUpL (G) gibt es dann eine Ableitung
SO SqgO p mit |g] = |p|] -1 , d.h., es wird zunachst ein mit S
beginnendes Wort der Lange von p aufgebaut. (Es ist nur ein Metazeichen
m mit g = nPl-lerforderlich.)
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3. Automaten und Sprachen

Man kann nun einen linear-beschrankten Automaten
B=(A Y, Z h % F [,]) angeben, wo h die langentreuen Regeln
rickwarts ausfuhrt und das eingegebene Wort dann akzeptiert wird, wenn
zwischen den Randmarken ein Wort entsteht, dall mit den Regeln
(S, v)O R aus S ableitbar ist.

(Man kann auch einen Automaten mit einem zweispurigen Band
konstruieren, der auf der zweiten Spur nichtdeterministisch ein Wort aus
L (G) erzeugt und dieses dann mit dem auf der ersten Spur stehenden
Eingabewort vergleicht. Der Automat akzeptiert, wenn beide Spuren
dasselbe Wort enthalten.)

b) Zu jedem linear-beschrankten Automaten B existiert eine monotone
Grammatik G mit L (B) \ §} =L (G).
Die Konstruktion von G wird analog zum entsprechenden Satz fur Turing-
Automaten durchgefihrt, nur ist hier zu beachten, dal3 storende Hilfszeichen
wegen Monotonie nicht geldscht werden kdnnen. Mit den Metazeichen
zX, 4, 2, S, 0, wfur x O X und zO Z werden deshalb folgende Regeln
konstruiert:
Ableitungsanfang:  (Spw), (0, x0), (0, X), (@ 2 ) fir x O X und
(1.z0)0h(],z),20F.
Simulation von B: (2, 2X) bei (x',z', 0l h (%, ),
(x X" ZXx") bei (X, z', r X h (x, z), xXO X,
(20, x2ZX) bei (x, z, 1) h (x, ), xO X und
(xz1, 2, ([2%, [x) bei (X, z',r DO h(x, z), xOX.

Die Grammatik mit den so eingefuihrten Metazeichen und Regeln ist
monoton und generiert die varverschiedenen Worter aus L (B).

Die linear-beschrankten Automaten charakterisieren demnach gerade die Klasse der Typ-1
Sprachen.
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3. Automaten und Sprachen

3.4 Sprach-und Automatenklassen

L¢ endliche Sprachen

L; regulare Sprachen (Typ-3)

L,y determ. kontextfreie Sprachen

L, kontextfreie Sprachen (Typ-2)

L, kontextabhanige Sprachen (Typ-1)
L, aufzahlbare Sprachen (Typ-0)

Le

entscheidbare Sprachen

EA endliche Automaten
DEA determ. endliche Automaten

DKA determ. Kellerautomaten
KA  Kellerautomaten

LBA linear-beschrankte Automaten
TA Turing-Automaten

DTA determ. Turing-Automaten
HTA haltender Turing-Automat
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Stichwortver zeichnis

ableitbar 37
Ableitungsbaum 44, 45
Ableitungsbegriff 37
Ableitungsmenge 37
Akzeption mit Endzustand 57
Akzeption mit leerem Keller 57
Akzeptor 9, 54
Alphabet 34
Analyseverfahren 17
Anfangskonfigurationen 55
Anfangswort 35
Anfangszustande 5
antihomomorph 36
Anweisungssystem 33
aquivalent 9, 22, 37
Aquivalenz von regularen Ausdriicken 14
Ausgabewort 6
Automat, 5

autonomer 5

deterministischer 5

endlicher 20

initialer 5

linear-beschrankter 69

nicht-deterministischer 5

nicht-initialer 5

partieller 5

reduzierter 25

schwach initialer 5

vollstéandiger 5

zweiseitiger 29

zweiseitiger endlicher 28
Automat mite-Ubergangen 10
Automat ohne Ausgabe 6
Automatenanalyse 17
Automatenfunktion, 6

globale 6
Automatenmodell 3
Automatensynthese 15
Automatentafel 4, 7

Backus-Naur-Form 44
Basis 34

Binarkodierung 30

Blatt 45

Boolesche Funktionen 31

Chomsky-Klassifikation 37
Chomsky-Typen 39

Derivat 18
determinierte digitale Systeme 3
deterministisch 55, 58, 63

deterministisch kontextfrei 58
Diagonalsprache 66

direkt ableitbar 29, 37
Dualaddierwerk 4
Durchschnitt 59

echtes Teilwort 35
Eingabewort 6
Einsetzung, 35
simultane 36
Elementarsprachen 13
Endkonfigurationen 55
endlich erzeugbar 34
Endwort 35
ererbt mehrdeutig 45
Ergebnisfunktion 5
erreichbares Metazeichen 46
Ersetzung 35
erzeugbar 8, 34
erzeugte Sprache 37
Erzeugendensystem 34

Folgekonfigurationen 55, 62
Folgezustand 5, 6
Folgezustandsmenge 7

Gatter 31

Grammatik, 37
kontextabhéngige 39
kontextfreie 44
lineare 39
linkslineare 39
rechtslineare 39
reduzierte 46
separierte 51

Halbgruppe 34
Homomorphieabgeschlossenheit 22
Homomorphismus, 35

inverser 59
Huffmann 3, 31

Index einer Relation 24

Infix 35

Interpretation regularer Ausdricke 14
involutorisch 36

Isomorphismus 35

Iteration (Hulle, Stern) 13
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Keller 54
Kelleralphabet 54
Kellerautomat, 54
deterministischer 58
Kettenregeln 46
Kleenesche Algebra 13
Kodewort 30
Komplementabgeschlossenheit 21
Komplexprodukt 34
Konfiguration 28, 55, 62
kontextabhangige Sprache 51
Kreuzungsfolgen 29

Lange eines Wortes 34
langentreue Abbildung 36
Leistung eines Zustandes 22
leistungsaquivalente Zustande 22
Linksableitung 45

Markierungsfunktion 27
Mealy 3
Mealy-Automat 27
Mehrband-Turing-Automaten 63
mehrdeutig 45
Metazeichen 37
Minimalautomat 26
Minimumbildung 60
Monoid,

freies 34
monoton 39
Moore 3
Moore - Automat 27
Moore-Diagramm 27

nicht-triviale Eigenschaft 68
Nichtterminal 37
Normalform, 39

Chomsky- 46

Greibach- 47

Kuroda- 51
Normalformgrammatiken 39
nullierbar 46

Ordnung 51

Postfix 35

Potenz 13, 34

Prafix 35

Produkt (Verkettung) 13

Produktion 37

produktives Metazeichen 46
Pumping-Lemma 20

Pumping-Lemma fur kontextfreie Sprachen 48

Q

R

Quotientenabgeschlossenheit 22

Rand 45

Randmarke 69
Rechtsableitung 45
Regelgrammatik 37
Regelmenge 37
Regelsprache 37
regulare Ausdriicke 13
regulare Mengen 13
rekursiv aufzahlbar 39

Satz von Rice 68
Schaltwerk 31
Schnittabgeschlossenheit 21
Semi-Thue Systeme 37
Spiegelung 36
sprachaquivalent 22
Sprache, 34
akzeptierte 9, 29, 55, 62
aufzahlbare (berechenbare) 63
entscheidbare 65
formale 34
kontextfreie 54
mit Endzustand akzeptierte 55
mit leerem Keller akzeptierte 55
reduzierbare 67
regulare 20, 39
Startsymbol 37, 54
Stern 34
Steuerautomat 61
Substitution 49
Substitutionsabgeschlossenheit 21, 49
Summe (Vereinigung) 13
Syntheseverfahren 18

Takt 31
Teilwort 35
Terminal 37
Transitionsdiagramm (Zustandsgraph) 4,5, 6, 7
Turing 61
Turing-Automat, 61
deterministischer 63
Turing-Automat halt 62
Turing-Automat mit halbseitig unendlichem
Speicher 62
Turing-berechenbar 67
Turing-berechenbare Funktion 67
Turing-erzeugbare Sprache 67
Typ-i Grammatik 39
Typ-i Sprache 39

Universal-Automat 66
Universalsprache 66
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\Y
Verhalten, 6
globales 6
Verkettung 34
Verzogerungsleitung 32

W
Wortfunktion 6, 8
Wurzel 45

X
x-Nachfolger 18

Zustand einer Wortfunktion 8
zustandsisomorph 26
Zustandsmenge 5

e-Transitionen 11
e-Ubergange 10, 11, 56
e-Eigenschaft 46
€-Regeln 46
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