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1 Vorwort

Ein grundlegendes Problem der Kooperativen Spieltheorie ist das Folgende. Es seien drei Spieler
gegeben. Spieler 1 besitze einen linken Handschuh, Spieler 2 und 3 besitzen jeweils einen rechten
Handschuh. Auf dem Markt kann man ein Paar Handschuhe fiir den Preis von 1 verkaufen.

Wie teilt man diesen Wert 1 unter den drei Spielern auf?

Ist es auflerdem notwendig, dass alle drei Spieler kooperieren oder wéren nicht bereits zwei Spieler
ausreichend? Inwieweit verindert dies die Aufteilung des gemeinsam erzielten Wertes?

Fiir die Frage der Verteilung des Wertes wird stellvertetend die Shapley-Losung beschrieben, wel-
che aber nur den Wert verteilt, den alle Spieler gemeinsam erwirtschaften.

Fir die zweite Frage gibt es vielerlei Ansétze, wobei sich diese Arbeit hauptséchlich mit dem (ge-
wichteten) x-Wert beschiftigt.

Das hauptsichliche Untersuchungsobjekt der Arbeit ist die Moglichkeit der Konstruktion eines
nichtkooperativen Spieles zu einem beliebigen kooperativen Spiel, dessen gleichgewichtige Aus-
zahlung mit dem (gewichteten) y-Wert iibereinstimmt. Dabei wird als Gleichgewichtsbegriff das
teilspielperfekte Gleichgewicht gewiihlt. Diese Konstruktion wird als Implementierung des (gewich-
teten) x-Wertes bezeichnet.

Die Arbeit ist dabei in fiinf Kapitel untergliedert. In Kapitel zwei werden einige grundlegende
Begriffe der Kooperativen Spieltheorie, wie TU-Spiel, Shapley-Losung, Axiomatisierungen und
der einfache y-Wert eingefiihrt. AnschlieBend betrachtet man Kooperative Spiele auf Partitio-
nen der Spielermenge. In diesen wird nicht mehr nur der Wert der gesamten Kooperation verteilt.
Auch andere Zusammenschliisse sind nun moglich. Um Riickschliisse fiir den y-Wert ziehen zu
konnen, betrachtet man die eng verbundene Shapley-Losung in Kap 2.5 genauer. In Kapitel 2.6
wird der gewichtete x-Wert eingefiihrt, bei dem die Umverteilung der produzierten Werte nicht
mehr gleichméBig erfolgt. Daraufhin werden die Grundbegriffe der extensiven Spiele, in der die Im-
plementierung stattfindet, beschrieben, um sich dann anschliefend in Kapitel 3 mit der eigentlichen
Implementierung zu beschéftigen. Zunichst wird ein teilspielperfektes Gleichgewicht angefiihrt,
um anschlieBend dessen Eindeutigkeit zu beweisen. Kapitel 4 beschreibt alle weiteren Nashgleich-
gewichte beziiglich des konstruierten Spieles, wihrend schliefflich Kapitel 6 den Satz von Motzkin
herleitet, welcher ein wichtiges Instrument fiir die Existenz der teilspielperfekten Gleichgewichte
darstellt.

2 Grundlagen

2.1 Kooperative Spieltheorie

Im Gegensatz zur bekannteren Nichtkooperativen Spieltheorie beschiftigt sich die Kooperative
Spieltheorie nicht damit, wie eine Auszahlung durch Wahl von Strategien erreicht wird und ob
diese Auszahlung optimal ist. In der Kooperativen Spieltheorie und hier vor allem bei der Betrach-
tung von TU-Spielen wird vielmehr jeder Menge von Spielern ein Wert zugeordnet, anhanddessen

anschlieend untersucht wird, wie der von allen Spieler produzierte Wert verteilt wird.



Definition 2.1 (TU-Spiel)
FEin Spiel mit transferierbaren Nutzen (kurz TU-Spiel) ist ein Paar (N,v), welches aus einer nicht-

leeren und endlichen Menge von Spielern N und aus einer Koalitionsfunktion
v:P(N)—=Rv@)=0 (2.1)

besteht.

Teilmengen K C N werden Koalitionen genannt. Dabei wird N als grofie Koalition ausgezeichnet.
v(K) wird als Wert der Koalition K C N bezeichnet.

Die Menge aller solcher TU-Spiele mit der Spielermenge N werde mit V(N) bezeichnet.

Bemerkung

Jede Koalition erwirtschaftet demnach gemeinsam einen Wert. Der Wert der leeren Koalition wird
auf Null normiert.

Mit den Operationen (+,-), definiert durch

(u+v)(K) = u(K) +v(K) fir alle u,v € V(N), K CN (2.2)
A 0)(K) = X-v(K) fir alleve V(N), KCN, AeR, (2.3)

wird V(N) zu einem 2N — 1 dimensionalen Untervektorraum des RFV),
Zu diesem Untervektorraum existiert eine sehr niitzliche Basis.

Definition 2.2 (Einstimmigkeitsspiele)
Es sei ) T C N eine Koalition.
Das Spiel up € V(N) mit
1 fallsT C K,

ur(K) = (2.4)
0 sonst

wird als Einstimmigkeitsspiel der Koalition T bezeichnet.

Theorem 2.3 (Basis des V(N))
Es sei N gegeben. Dann bildet die Menge (ur)rcn eine Basis fir den Vektorraum (V(N),+,-).

Beweis. Die Menge (ur)rcy enthilt 2INl — 1 Elemente. Es reicht zu zeigen, dass die Koalitions-
funktionen linear unabhéngig sind.
Es sei ur = ) ¢;ur, eine Linearkombination fiir ur, bei der T; # T gelte.
O.B.d.A sei |T| < |T;| fiir alle i. Dann gilt mit dieser Wahl T; ¢ T, sodass ur,(T) = 0 nach
Definition der Einstimmigkeitsspiele und daher

1=up(T) = ciur,(T) = 0. (2.5)
Damit existiert keine solche Linearkombination und die Koalitionsfunktionen sind

linear unabhéngig. O



Definition 2.4 (Lésungswert)
Ein Lésungswert ist eine Abbildung V(N) — RY.

2.2 Spiele mit Koalitionsstruktur

Nun ist es nicht immer nétig, dass alle Spieler zusammen einen Wert produzieren. Oft geniigt es
bereits, wenn nur eine Teilmenge der Spieler einen Wert erschafft. Somit benttigt man ein Modell,
welches Werte kleinerer Koalitionen aufteilt. Dies ermdoglicht die folgend definierte Koalitionsstruk-

tur.

Definition 2.5 (Koalitionsstruktur)
BEine Koalitionsstruktur (CS) fiir (N, v) ist eine Partition’ von N. P(i) bezeichnet dabei die Kom-

ponente, die Spieler i enthdilt.

Definition 2.6 (CS-Spiel)
Ein Spiel mit einer Koalitionsstruktur (CS-Spiel) ist ein Tupel (N, v, P) aus einem TU -Spiel (N, v)

und einer Koalitionsstruktur P.

Die Partition gibt an, welche Spieler zusammen Werte erschaffen. Im Einfithrungsbeispiel der linken
und rechten Handschuhe wiirde sich fiir die triviale Partition P = {N} das Problem ergeben, dass
ein rechter Handschuh iiberfliissig wire. Demzufolge wiirde man die Partitionen {{1,2}, {3}} oder
{{1,3},{2}} erwarten, in denen ein iiberfliissiger Spieler aus der Kooperation ausgeschlossen wird.

Die Entscheidung iiber die Verteilung des Wertes wird dann von folgender Struktur erklart.

Definition 2.7 (CS-Wert)
Ein Losungswert fir Koalitionsstrukturen ist eine Abbildung o, die jedem CS-Spiel den Auszah-
lungsvektor o(N,v,P) € RN zuordnet.

Fiir K C N setze man o (N,v,P) = > @;(N,v,P).
€K

Nun kann dieser Losungswert bisher beliebig auf diesem Kreuzprodukt gew#hlt werden. Aufer der

Praxis der Verteilungsfrage ergeben sich jedoch gewisse Eigenschaften, die erfiillt sein sollten.

Axiom 1 (Additivitéit A)
Ein Losungswert ¢ erfillt das Additivitdtsziom, falls fiir zwei beliebige Koalitionsfunktionen
v,v' € V(N) gilt:
o(N,v+0",P) = p(N,v,P) + o(N,v', P). (2.6)

'Eine Partition P ist ein Mengensystem aus nichtleeren Mengen (P;);c;s. Fiir jedes j € N existiert genau
ein P; mit j € P;.



Bemerkung
Es wird sich zeigen, dass bei einer geeigneten Auswahl an weiteren Axziomen bereits Homogenitdt
in der Komponente der Koalitionsfunktion folgt. Linearitit beziiglich der Koalitionsfunktion muss

demnach nicht explizit gefordert werden.

Definition 2.8 (Symmetrische Spieler)
Zwei Spieler i und j heiffen symmetrisch, falls gilt:

(K U{i}) =v(K U{j}) fir alle K C N\ {i,j}. (2.7)

Entsprechend sollte auch ein akzeptabler bzw. ”fairer” Losungswert gleiche Auszahlungen fiir sym-

metrische Spieler in einer Komponente garantieren. Dies liefert die folgende Eigenschaft.

Axiom 2 (Komponentenbeschrinkte Symmetrie - CS)
Fiir einen Losungswert ¢ gilt das Aziom der Komponentenbeschrinkten Symmetrie, falls fir sym-

metrische Spieler i und j, j € P(i) gilt:
¢i(N,v,P) = @;(N,v,P). (2.8)

Bisher wurde auch nicht festgelegt, welche Werte verteilt werden. Ohne Transaktionskosten, die
hier nicht modelliert werden, kann stets der gesamte Wert einer Komponente vorgegeben werden.

Dies fiihrt zu folgender Definition.

Axiom 3 (Komponenteneffizienz - CE)
Ein Losungswert @ erfillt die Komponenteneffizienz, falls fir alle i € N gilt:

@P(i)(N’va) = U(P(l)) (2'9)

Weiterhin ergeben sich wie im Einfithrungsbeispiel in manchen Situationen unproduktive Spieler.

Diese werden Nullspieler genannt und sind durch folgende Eigenschaft gekennzeichnet.

Definition 2.9 (Nullspieler)
Ein Spieler i heiffit Nullspieler, falls fiir alle K C N

o(K U {i}) = o(K). (2.10)

Axiom 4 (Nullspieler - N)
Ein Losungswert ¢ erfillt das Nullspieleraxiom, falls fir alle Nullspieler i € N

@i(N,v,P) =0 (2.11)
gilt.

Nullspieler erhalten nach diesem Axiom in jeder Partition den Wert 0 zugeteilt.

Dies ist sogleich die angreifbarste Eigenschaft, wie das folgende Beispiel zeigt.



Beispiel

Man betrachte das Einstimmigkeitsspiel fir T = {1,2} mit der Partition {{1}{2,3}}. Hier wider-
sprechen sich die Eigenschaften CE, N mit dem Verstindnis von Verhandlungsmacht. Es muss
gelten xo+x3 = 0 und weiterhin ist x3 Nullspieler. Damit muss auch xo = 0 gelten und dies obwohl
Spieler 2 die Mdglichkeit besitzt, den Wert 1 mit Spieler 1 zu generieren.

Entsprechend sollten fiir gewisse Partitionen auch negative Auszahlungen mdglich sein und man

fiihrt man die folgende schwichere Eigenschaft ein.

Axiom 5 (Nullspieleraxiom der Grofien Koalition - GN)
Ein Lésungswert ¢ erfillt das Nullspieleraziom der Grofien Koalition, falls fir alle Nullspieler
i€ N gilt: ;(N,v,{N}) =0.

Zuletzt wird noch eine Eigenschaft angefiihrt, die den Fall beschreibt, dass Komponenten ausein-

anderbrechen.

Definition 2.10 (Feinere Partition)
Eine Partition P’ heifit feiner als die Partition P, falls

P'(i) C P(i) fiir allei € N. (2.12)

Axiom 6 (Aufspaltung - SP)
Ein Lésungswert o erfillt das Aufspaltungs-Aziom, falls fiir Spieler i € N und j € P'(i) und alle
Partitionen P’, die feiner als P sind, gilt

©i(N,v,P) — @i(N,v,P") = ¢;(N,v,P) — ¢;(N,v,P’). (2.13)

Verlassen demnach Spieler gemeinsam eine Komponente, so wird der Verlust bzw. Gewinn dieser

Spieler gleichméfig unter diesen aufgeteilt.

Bemerkung
Da jede Partition feiner als die grofie Koalition ist, ist eine dquivalente Formulierung des Aufspal-

tungsazxioms:
©i(N,v,P) —@i(N,v,{N}) = ¢;(N,v,P) — ¢;(N,v,{N}) fiir alle Partitionen P. (2.14)

Durch Wahl von zwei verschiedenen Partitionen und Einsetzen der Gleichungen gelangt man wieder

zur urspringlichen Formulierung.

2.3 Interpretation der Axiome

Man nehme nun ein Losungswert erfiille zumindest die Linearitit in der Komponente der Koaliti-

onsfunktion. Es gelte demnach
O(N, A1 + Aave, P) = Ap(N,v1, P) + dap(N, va, P) fiir alle A1, Ay € R;v1,v2 € V(N). (2.15)

Dann kann man die Axiome wie folgt im Kontext der Linearen Algebra interpretieren.



Komponentenbeschriankte Symmetrie

Es sei V;; € V(N) der lineare Unterraum der Koalitionsfunktionen, in denen Spieler ¢ und j

symmetrisch sind.

Theorem 2.11
Es gilt?:

Vi =lin ((eT)TQN\{i,j},T;&(Z)a (1) T N\{4,5} (wT)TgN\{i)j}) =95 (2.16)

Dabei bezeichne

1 K=T,
eT(K) =
0 sonst,
1 K=TU{i} oder K=TU{j},
vr(K) = i} g (2.17)
0 sonst,
’LUT(K) =

0 sonst.

Beweis. Lineare Unabhéngigkeit der Koalitionsfunktionen:
Dann gilt fiir jede Linarkombination mit Koeffizienten ag, bg, cg innerhalb der Koalitionsfunktio-

nen:

1=ep(T) = Yo ases(M+ > bsvs(D)+ Y csws(T)=0.  (218)

SEN\[i.}.S#T 5 SEN\{ij} g SeN\{ii}

Ebenso folgt:

1=vp(TU{i})
= Y ases(TU{i})+ > bsvs(TU{iH+ Y. esws(TU{i}) =0 (2.19)

SeN\{i,j} -0 SeN\{i,j},S#T -0 SeN\{i,j} -0
und

1= wT(T U {27.7})
= Z ag €S(TU{i,j})+ Z bsvs(TU{Z’,]‘})-‘r Z Csws(TU{i,j})

SeN\{i,j} -0 SeEN\{ij} -0 SEN\{%,j},S#T -0
(2.20)
=0.
Erzeugendensystem:
2lin(a1, ..., an) bezeichne hier die Lineare Hiille der Vektoren a1, ..., an,n € N.



Sei z € S; ; dann gilt fiir alle K €C N\ {4, j}:

AKU{Y = Y ases(KU{iN+ D, bsus(KULH+ D csws(K U{i})
SeN\{i,j},S SeN\{i,j} SeN\{i,j}
(2.21)

= bK’UK(K U {Z})
= brux (KU {j})
= 2(K U {i}).

Die Koalitionsfunktion ist daher symmetrisch in den Spielern 7 und j.

Sei andererseits Zz eine symmetrische Koalitionsfunktion mit 2(K U {i}) = Z(K U {j}), dann gilt:

2= Y ES)es+ Y. EASU{iPus+ Y. EASUfLjhws  (222)

SeN\{i,j},5 SeN\{i,j} SeN\{i,j}

und daher folgt: Z€ V; ; und S; ; = V; ;. O

Eine Losungswert ¢, der der Komponentenbeschrankten Symmetrie geniigt, erfordert dann auf

dieser Basis die folgende Eigenschaft:

©i(N,vr,P) = ¢;(N,vp,P) fiir alle T C N\ {¢,7} und fiir alle j € P(3). (2.23)

Komponenteneffizienz

Komponenteneffizienz erfordert, dass fiir einen Losungswert ¢ und jedes S € P das folgende

Diagramm kommutativ ist.

V(N) RN (2.24)
H& /
R,
wobei g wie folgt definiert ist
g:RY - R
Ty @ (2.25)
ieN

und IIg die Projektion der Koalitionsfunktion auf die Komponente S darstellt.
Ein Losungswert, der der Komponenteneffizienz geniigt, muss demnach einem Gleichungssystem
mit |P| Bedingungen geniigen. Die Menge aller solcher Losungswerte bilden einen konvexen Poly-

eder.

Nullspieleraxiom

Es sei O;(N) der Unterraum der Koalitionsfunktionen, in denen Spieler j ein Nullspieler ist.



Theorem 2.12
Eine zugehirige Basis ist dann die folgende:
(or)TCN\{5} (2.26)

wobei gelte:

1 K =T oder K=TU{j},
or(K) = (2.27)
0 sonst.

Beweis. Offensichtlich sind die Koalitionsfunktionen linear unabhingig und es gilt
v(K) = v(K U {i}) fiir jede Koalitionsfunktion v aus der linearen Hiille von (o7)rcn (3

Andererseits lésst sich jede Koalitionsfunktion z, in der Spieler ¢ Nullspieler ist, wie folgt darstellen:

2= > #S)os. (2.28)

SeN\{i},S#0

Damit gilt bereits die Behauptung. O

Ein Losungswert ¢ erfiillt dann das Nullspieleraxiom, falls gilt:

(or)re (5} € ker(e;). (2.29)

2.4 Charakterisierungen spezieller Lésungswerte

Durch eine gewisse Auswahl an Axiomen fiir Losungswerte, definiert man diese bereits eindeutig. Im
Weiteren werden zwei Losungswerte genauer betrachtet. Die Shapley-Losung, die fiir die Partition

P = {N} definiert ist und eine mogliche Ubertragung auf CS-Spiele, den ungewichteten y-Wert.

Definition 2.13
Sei 3(N) die Menge der Reihenfolgen von N und sei o (i) die Position von i.
Dann sei K;i(0) = {j : 0(j) < o(i)} die Menge der Spieler, die vor Spieler i in o positioniert sind.

Definition 2.14 (Marginaler Beitrag)

Der marginale Beitrag eines Spielers i in der Reihenfolge o ist gegeben durch:

MCi(o)(v) := v(Ki(0)) — v(Ki(o) \ {i}). (2.30)

Theorem 2.15 (Charakterisierung der Shapley-Losung)
Es seien (N,v) ein TU-Spiel und P = {N}. Dann gibt es einen eindeutig bestimmten CS-Wert,
der den folgenden Eigenschaften geniigt:

e Nullspieleraziom

o Komponenteneffizienz
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o Komponentenbeschrinkte Symmetrie
o Additivitit
Dieser Wert wird als Shapley-Lisung bezeichnet®. Er ist definiert durch:

sty = 3 UL ) —ugs i), 231

SCN

Beweis. Offensichtlich erfiillt die Formel der Shapley-Losung das Nullspieleraxiom, die Komponen-

tenbeschrinkte Symmetrie und die Additivitidt. Es bleibt demnach noch die Komponenteneffizienz

Zu zeigen:
Sosmv =y ¥ B ) s i) 232)
iEN i€EN SCN,ieS

S| — DY(|N| - |S])! SN[ -S| —1)!
B> (151 )J(\|7|!| 5D sy — 3 (ISP ||N|!| L o(s)

iEN | SCN,ieS SCN,igS
(2.33)
S Z(|S|—1>|!J<V|J|!V|—|S|>!_Z<|s>!<|N||N—!S|—1>! o) (234)
SCN LieS i¢S

=v(N).

Demnach geniigt die Formel auch der Komponenteneffizienz.

Fiir die Eindeutigkeit zeigt man, dass jeder Losungswert ¢, der den drei Eigenschaften C'S, N und
CFE geniigt, auf der Basis der skalierten Einstimmigkeitsspiele bereits eindeutig bestimmt ist.

Sei T'C N. Nach dem Nullspieleraxiom gilt fiir ¢ ¢ T und A € R: ¢;(N, Aur) = 0. Dies ist gerade
der Wert der Shapley-Losung Sh;(N, Aur).

Fiir ¢ € T gilt nach Komponenteneffizienz und Komponentenbeschréinkter Symmetrie:

A

@i(N, dur) = —. (2.35)
T
Mit der Additivitdt und damit verbundenen Linearitit ist (N, ur) eindeutig bestimmt als die
Shapley-Losung. O
Bemerkung

Die Shapley-Liosung kann als durchschnittlicher oder erwarteter Beitrag des Spielers i interpretiert
werden. Es wird durch die Finschrinkung auf die Partition der Groflen Koalition nur deren Wert

verteilt.

Demgegeniiber nutzt die Shapley-Losung das bereits vorher diskutierte Nullspieleraxiom, bei dem

Nullspieler stets eine Auszahlung von Null zugeordnet wird. Schwicht man dieses Axiom zum

3nach Lloyd Shapley, 1953
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Nullspieleraxiom der Grofien Koalition ab, so ist ein Losungswert bereit fiir P = {N} festgelegt.
Lediglich fiir die anderen Partitionen gibt es Freiheitsgrade. Eine Moglichkeit diese aufzulésen, be-
steht darin, zusétzlich das Aufspaltungsaxiom zu erfiillen. Der damit entstehende CS-Losungswert

wird als y-Wert bezeichnet.

Theorem 2.16 (Charakterisierung des x-Wertes)
Es sei (N,v) ein TU-Spiel gegeben. Dann gibt es einen eindeutig bestimmten CS-Wert, der den
folgenden Eigenschaften gentigt

o Nullspieleraxiom der Grofien Koalition,
o Komponenteneffizienz,
o Komponentenbeschrinkte Symmetrie,

o Additivitit,

Aufspaltungsaziom.

Diese Losung wird als x-Wert? bezeichnet und ist gegeben durch

v(P(i)) — Shp) (N, U).

Xi(N,v,P) = Sh;(N,v) + P00

(2.36)

Beweis. Die Additivitit des Losungswertes folgt nach Konstruktion. Fiir P = N stimmt der x-
Wert mit der Shapley-Losung iiberein. Daher wird das Nullspieleraxiom der Groflen Koalition
ebenfalls erfiillt. Weiterhin gilt fiir alle i € N:

S xi(Nou,P)= > Shi(N,v) +o(P(i)) — Y Shi(N,v) =v(P(i)). (2.37)

JEP() JEP(3) JEP(3)
Es gilt daher die Komponenteneffizenz.

Fiir symmetrische Spieler ¢ und j, j € P(i), gilt nach Eigenschaft der Shapley-Losung
Sh;(N,v) = Sh;(N,v) (2.38)

und damit gilt mit
Xi(N,v,P) = x;(N,v,P) (2.39)
auch die Komponentenbeschrinkte Symmetrie. Sei P eine Partition, dann gilt:

Shp ) (N, v) —v(P(i))

XZ(N7 v, {N}) —Xi (Na v, 7)) = . (240)
— [P(3)]
:Shi(N,’U)
=x;(NV,v,{N}) — x;(N,v, P) fir alle j € P(i). (2.41)

Der x-Wert geniigt daher auch dem Aufspaltungsaxiom.

Bleibt zu zeigen, dass der x-Wert der eindeutig bestimmte Losungswert ist, der diesen Axiomen

“nach Casajus, 2008 [1]

12



geniigt. Fiir P = {N} muss der Losungswert nach dem vorherigen Theorem mit dem Wert der

Shapley-Losung iibereinstimmen. Nach dem Aufspaltungsaxiom gilt dann:
©i(N,v,P) — Shiy(N,v) = ¢;(N,v,P) — Sh;(N,v) fir alle j € P(3). (2.42)

Durch Aufsummieren iiber alle j € P(i) und Ausnutzen der Komponenteneffizienz ergibt sich:

|P(i)|(i(N,v,P) = Shi(N,v)) = ¢p@y(N,v, P) =Shp)(N,v) (2.43)
—_——
Fo(P@)
und damit der gewiinschte eindeutige x-Wert. O

Bemerkung
Insbesonders ist der x-Wert unabhdngig von der Organisation des Spieles aufSerhalb der eigenen
Komponente. Jede Komponente erhdlt insgesamt auch den Wert, den sie fir sich allein produzieren

wiirde.

2.5 Die Shapley-Lésung

Durch die Definition des x-Wertes ist dieser eng mit den Eigenschaften der Shapley-Losung verbun-
den. Daher ist es notig, diesen Wert genauer zu untersuchen, insbesondere um eine Implementie-
rung des y-Wertes zu ermoglichen. Dazu werden einige weitere Eigenschaften der Shapley-Losung

angefithrt, welche zumeist aus Kongo/Funaki/Tijs, 2008: [2] stammen.

Proposition 2.17 (Bedingung der ausgeglichenen Beitréige - BCP)
Fiir alle i,5 € N mit i # j gilt:

Shi(N,v) = Shi(N\{j}, v|n\53) = Shi(N,v) = Shi(N \ {i}, vngay)- (2.44)
Beweis.
st o) = smy(v.) 22 3 IEDEEER s Gy - sy i) )
SCN ’
-y BRI s - s i)
SCN,i€S,j¢S
+ 3 WD s ) - o)
SCN,jeS,i¢S
v BRI s gy - os\ ). (2.46)
SCN,i€S,jes '
Es ist nun
L= sy ) - s\ ) (2.47)
SCN,i€S,je8 ’
S (|S|)!(|J\7||N'|S| — 1)!0(5) S (SI)!(INIWISI - 1)!7}(5). (2.48)
SCN,i€S,j¢Ss : SCN,i¢S,jes '
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Fiir jede Koalition S C N,i € S,j ¢ S gibt es eine Koalition S C N,i ¢ S,j € S, sodass
S\ {i} =5\ {j}. Daher verschwinden die beiden Terme. Eingesetzt erhilt man:

Shi(N,v) — Shj(N
S—lN S! SPHU|N| —|S| — 1)!
_ L ) IR EIEEE 019
SCNzGSj&S
(IS] = DIIN| — IS SHIN| —|S|—1)!
(UL 0N ), (DN s 1) (250)
SCN,1 S,jES
(ST =DMINT =[S =D oy (S| =DN] =[S - 1!
SCM%J%S N D) ey SQN%JES N ) (S) (2.51)
(ST =DMNI=1S[ =D oy (IS = DUN] =[S =)
eI |
= SN\ {7} vl g) = Sty (N A {1 ol o). (2.53)
indem erneut verschwindende Terme v(S \ {i}) — v(S’\ {j}) hinzugefiigt werden. O

Der Verlust oder Gewinnes eines Spielers ¢ in der Shapley-Losung bei Austreten eines andereren
Spielers j aus dem Spiel (IV,v) ist daher gleich dem Verlust des Spielers j, falls Spieler ¢ aus dem
Spiel austritt.

Definition 2.18 (Duales Spiel)
Das duale Spiel (N,v*) von (N,v) ist definiert durch

v*(S) =v(N) —v(N\S) fiir alle S C N. (2.54)

Bemerkung

Das duale Spiel ordnet jeder Koalition S den Verlust der Grofien Koalition zu, falls S diese verlisst.
Die Shapley-Ldsung ist selbst-dual, d.h. der Wert der Shapley-Lisung im Spiel (N, v) stimmt mit
dem Wert der Shapley-Ldsung im Spiel (N,v*) dberein, wie der folgende Satz zeigt.

Proposition 2.19
Es sei (N,v) ein TU-Spiel. Fiir die Shapley-Lisung gilt

Shi(N,U) = ShZ(N, 1}*). (255)
Beweis.
shv,oy 2y LDV g — (s i) (2.56)

SCN,ieS

oy SLZDANIZR G (54 ) - vy s (27
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Man wihle die Bijektion

¢ P(N\ {i}) U{i} = P(V\ {i}) U {i},
S N\ SU{i}. (2.58)

Es gilt dann |¢(S)| — 1= |N| —|S|:

shvvry = 3 WELZDNEZIO 569 —wioesr tin) (259

#(S)EN

*2% Shi(N,v). (2.60)

O

Fiir die Implementierung ist es notwendig zu untersuchen, welche Auszahlungen erreicht werden
konnen, falls Spieler aus den Verhandlungen austreten, deren Kooperation aber erhalten bleibt.

Dies fithrt zur folgenden Art von Spielen.

Definition 2.20 (S-marginales Spiel)
Sei S C N. Das Spiel (N \ S,v%) wird als S- marginales Spiel von (N,v) bezeichnet, wenn die
Koalitionsfunktion folgender Bedingung geniigt:

v(T) = v(SUT) —v(S) fiir alle T C N\ S. (2.61)

Bemerkung
Fiir einelelementigen Koalitionen {i} € P(N) wird zur Vereinfachung v® statt v} benutzt. Die
Koalitionsfunktion beschreibt eine Verallgemeinerung der marginalen Beitrdige fir den Fall, dass

sich die Koalition S an den ersten Positionen der Reihenfolge befindet.

Es besteht dabei ein starker Zusammenhang zwischen den dualen und den S-marginalen Spielen.

Proposition 2.21
Fiir jedes S C N gilt:

v = (v*|n\s)" (2.62)

Beweis. Fiir SC N und T C N\ S gilt:

(0 [3s) (1) "2 0" (N S) = v (N \ S)\ T) (2.63)
224 p(N) = v(S) = v(N) + v(SUT) (2.64)
= v(SUT) —v(S) (2.65)
229 05(T). (2.66)
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Als Folgerung aus diesem Satz kann beschrieben werden, wie sich die Shapley-Auszahlungen ver-
halten, falls ein Spieler aus dem Spiel austritt, aber seine Kooperation erhalten bleibt. Wenn Spieler
J austritt, so gewinnt/verliert Spieler i # j den gleichen Betrag wie Spieler j, wenn Spieler ¢ das

Spiel verlisst.

Proposition 2.22 (Variante der Bedingung der ausgeglichenen marginalen Beitrige, BMC)
Fiir jedes TU-Spiel (N,v) und jedes i,7 € N mit i # j gilt

Shi(N,v) — Shi(N\ {j},v7) = Sh;(N,v) — Sh;(N \ {i},v"). (2.67)

Beweis. Es gelte |[N| > 2, 4,5 € N und i # j, dann folgt:

Shi(N,v) — Sh;(N,v) *2* Shy(N,v*) — Sh;(N,v*) (2.68)
2 sh, (N\{J} lngy) = Shy (VA {i, 0" | gip) (2.69)
208 (N\ {5, (0" [wyi)™) = Sh(N\ i, (0" vy a)™) (270)
221 Shy (N \ {j},07) = Shy (N \ {j},v") . (2.71)

Als Folgerung ergeben sich die spiiter sehr niitzlichen Rekursionsformeln.
Proposition 2.23
Sei (N,v) ein TU-Spiel. Dann gilt fiir die Shapley-Lisung des Spiels die folgende Rekursionsformel:
1
Shi(N,v) = |N|[ v(N) = v(N\ {z})] | | > Shi(N\ i} vlngy) - (2.72)

JeN\{i}

Beweis. Fiir alle 4,5 € N,i # j, gilt nach Proposition 2.44:

Shi(N,v) = Shi (N\ {5}, v|n\53) = Shi(N,v) = Shy (N \ {i}, v g3y) - (2.73)

Durch Aufsummieren iiber alle j € N \ {4} erhilt man schlieflich:

(IN| = 1)Shi(N,v) = > Shi (N\{j}vlm) (2.74)
JEN\{i}
= > Shi(Nv) = Y Shi (N\{i},vlngy) - (2.75)
JEN\{i} JEN\{i}
v(N)=Sh;i(N,v) v(N\{i})
Damit ergibt sich die Behauptung. O

Bemerkung

Die Formel ldsst sich wie folgt interpretieren. Der erste Term beschreibt den marginalen Beitrag von
Spieler i in allen Reihenfolgen, in denen er als letztes zun den weiteren Mitspielern hinzustdfit. Die
aufsummierten Terme entsprechen gerade den Werten der Shapley-Lésung, falls sich ein anderer
Spieler am Ende der Reihenfolge befindet.
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Proposition 2.24
Sei (N, v) ein TU-Spiel. Dann gilt fiir jedes i € N:

Sh(N.0) = o) + T D2 SN\ {}07) (2.76)
JEN\{i}
Beweis. Man schlieft:
Shi(N,v) *2£? Shy(N,v*) (2.77)
72 1 * * . 1 . *
=z (O ) = (NALD) + 7 ST Shi (N\ {5} v lny) (2.78)
JEN\{i}
254,219 1 . 1 . " «
= WU(2)+W Z Shi (N\ {5}, (v*[nsy)") (2.79)
JEN\{i}
220 L@ 3 Sh(N\ (). (2.80)
al IV sevvta

O

In dieser Rekursionsformel wird die Position des Spielers ¢ genau umgekehrt. Der erste Term steht
fiir die marginalen Beitrige, falls sich Spieler ¢ an erster Position befindet. Die Summe stellt die

Beitrége dar, falls sich ein anderer Spieler an erster Position befindet.

2.6 Der Gewichtete y-Wert

Auf diesen Eigenschaften der Shapley-Losung aufbauend, wurde der y-Wert konstruiert. Die

Shapley-Losung betrachtet lediglich die Verteilung des Wertes der grofies Koalition. Da dies nicht
immer plausibel erscheinen muss, kann es auch notwendig sein, andere Werte von Koalitionen
zu verteilen. Der bisher genannte x-Wert verteilt die Differenz zwischen dem Wert der Koalition
und der Summe der Werte der Shapley-Losung gleichméfig auf alle Spieler der Koalition. Dies
kann nun noch weiter zum gewichteten x-Wert verallgemeinert werden, bei dem die Verteilung
des Wertes einer Komponente mittels vorher exogen festgelegter Gewichte erfolgt. Die Idee dieser

Verallgemeinerung wurde Casajus/Tutic, 2008: [3] entnommen.

Definition 2.25 (Gewichtetes CS-Spiel)
Ein gewichtetes CS-Spiel (N, v, P,w) ist ein CS-Spiel (N,v,P) und ein Gewichtsvektor w € RY, .

Ein Losungswert fiir ein gewichtetes CS-Spiel ist dementsprechend eine Abbildung ¢, die jedem
gewichteten CS-Spiel (N, v, P, w) einen Auszahlungsvektor ¢(N,v,P,w) € RY zuordnet.

Fiir die neue Struktur wird nun erneut eine Axiomatisierung angefiihrt. Die Axiome der Additivitét,
Komponenteneffizenz und Nullspieler in der Grofien Koalition werden wie vorher definiert. Nur

werden die Argumente der Losungswerte ¢ um den zuséitzlichen Gewichtsvektor erweitert.
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Axiom 7 (Symmetrie in der Grofien Koalition, GS)
Es sei das Gewicht w gegeben. Falls i,j € N symmetrisch in (N,v) sind, dann gilt:

©i(N,v,{N},w) = ¢;(N,v,{N},w). (2.81)

Axiom 8 (Gewichtetes Aufspalten, WS)
Falls j € P'(1), i € N und P’ feiner ist als P, dann gilt:

oi(N,v,P,w) — gpi(N,v,'P'?w) _ ng(N,’U,'P,w) — goj(N,’U,'P’,w)

w; w

. (2.82)

Nun verlieren bzw. gewinnen Spieler entsprechend ihrem Gewicht, falls sich die alte Partition

auflost.

Theorem 2.26 (Charakterisierung des gewichteten y-Wertes)
Es gibt einen eindeutig bestimmten gewichteten CS-Wert, der den folgenden Eigenschaften gendiigt

o Additivitit, A

o Komponenteneffizienz, CE

o Symmetrie in der Grofien Koalition, GS
o Nullspieler in Grofler Koalition, GN

o Gewichtetes Aufspalten, WS.

Dieser Wert wird als gewichteter x-Wert bezeichnet und ist definiert durch

XY (N, v, Pw) = Shi(N,v) + wq;’z_) (0(P(i) = Shpg (N, v)) . (2.83)

Beweis. x™ erbt die Additivitit von der Shapley-Losung und nach Konstruktion ist die Kompo-
nenteneffizienz erfiillt. Fiir P = {N} ist x*(N,v, P,w) = Sh(N,v) und damit erfiillt x* auch GS
und GN.

Nach Definition von x* gilt dann fiir alle j € P’(i), ¢ € N und P’ feiner als P:

w

X}U(N,’U,P,’LU) - X;’U(Navaplaw) = wij (U(P(j)) - Shp(j)) - ] (U(P/(J)) - Sh'P’(])) .
P3) wp(5)
(2.84)
Und damit ist der Term , ,
X?(N,U,P,QU)—X}U(N7’U7P7U]) (285)

wj

fiir alle j € P(4) unabhéngig von j. Damit gilt W S.

Um Eindeutigkeit zu zeigen, wihle man einen gewichteten CS-Wert ¢, der die obigen Axiome
erfiillt. Nach Theorem 2.15 folgt aus GS, GN, A und CE:

©(N,v,{N},w) = Sh(N,v). (2.86)
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Da jede Partition feiner als die grofle Koalition ist, gilt nach WS
w; [pi(N, v, P,w) = Shi(N,o{N})| = wi [p;(N,v, P, w) = Sh;(N,v{N})] (2.87)

fir alle ¢ € N und j € P(3).
Durch Aufaddieren iiber all diese j € P(i) und Ausnutzen der Komponenteneffizienz gelangt man
schlieflich zu:

0i(N, v, P,w) = Shi(N,v) + wl:?) (W(P(i)) — Shp()- (2.88)

Damit ist der x"-Wert der einzige Losungswert fiir gewichtete CS-Spiele, der den Axiomen geniigt.
O

2.7 Grundlagen der Nichtkooperativen Spieltheorie

Mit dieser Konstruktion des y-Wertes stellt sich nun die Frage, inwieweit dieser auch praktikabel
ist. Eine Frage dabei ist auch, ob der Wert bei bestimmten Verhandlungsstrategien als Auszahlung
eines Gleichgewichtes in einem nichtkooperativen Spiel auftreten kann. Dieser Prozess der Kon-
struktion eines zu einem kooperativen Spiel (IV, v, P, w) gehorenden nichtkooperativen Spiels wird
als Implementierung bezeichnet. Dabei kann das konstruierte Spiel als ein vorher von den Spielern
festgelegtes Verhandlungsprotokoll betrachtet werden, welches spezifische gleichgewichtige Aus-
zahlungen generiert. Werden die Abstimmungs- bzw. Verhandlungsregeln anschlieSend verdndert,
fithrt dies zu anderen gleichgewichtigen Auszahlungen.

Zuniichst werden einige grundlegende Definitionen der nichtkooperativen Spieltheorie angefiihrt,

die zur Konstruktion der Implementierung notwendig sind.

Bemerkung

Der Gleichwichtsbegriff ist von vornherein nicht explizit festgelegt.

Mdgliche Gleichgewichte sind Gleichgewichte in dominanten Strategien, Nashgleichgewichte und
teilspielperfekte Gleichgewichte.

Die folgenden Definitionen sind an Osbourne/Rubinstein, 2001: [4], S. 89 ff orientiert.

Definition 2.27 (Nichtkooperative Spiele in extensiver Form)
Ein nichtkooperatives Spiel in extensiver Form mit simultanen Zigen, perfekter Information, Ziigen

der Natur und endlicher Ldnge ist ein Tupel

r= (N, H,., (ti)i€N7(fj)jEL_l(®))‘ (2'89)
e N ist die Menge der Spieler.

e H ist eine Menge von endlichen Folgen von Vektoren aus Aktionen. Elemente der Menge H

werden auch Pfade genannt und erfillen:
- 0eH.

— Fualls (a1,...,a,) € Hyn € N, dann ist auch (ay,...,an) € H fir allem € N, m < n.
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Ein Pfad h = (ay,...,ax) € H heifit terminal, falls
{a|(h,a) € H} = 0. (2.90)

Die Menge all dieser terminalen Pfade sei Hyepy, .

i H\ Hyerry — P(N) (2.91)

ist eine Funktion, die jedem Pfad eine Menge von Spieler zuordnet, die am Ende dessen, an

der Reihe zu entscheiden sind.

Mit
A(h) = {al(h,a) € H} (2.92)
bezeichne man die mdoglichen Aktionen der Spieler aus t(h).
Es gilt:
A(h) = Xieun)Ai(h) (2.93)
A;(h) = {a,| fir alle j € «(R) \ {i} Fa; : (h, (ak)ka(h)) € H}. (2.94)

Letzeres beschreibt die mdglichen Aktionen der einzelnen Spieler.

(Zi)ien (2.95)
stellt fiir jeden Spieler i € N eine Prdaferenzrelation von Lotterien auf Pfaden dar.

Dabei beschreibt eine Lotterie gerade ein Tupel

(p17' .. 7pk;h15 .. 'ahk)a
ke N,h; € Hiopp, (2.96)

k
> opi=1,
i—1

bei dem p; die Wahrscheinlichkeit beschreibt, dass der Pfad h; erreicht wird.

(fi)ici—1(0y st eine Familie von unabhingigen Wahrscheinlichkeitsmafen, die jedem Pfad
h € H\ Hierm mit t(h) = 0 ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf A(h) zuordnet. Die Wahr-
scheinlichkeit wird mit f(alh),a € A(h) beschrieben. Dies kann damit interpretiert werden,
dass nach diesen Pfaden der Zufall die nichste Aktion auswdihlt.

Definition 2.28 (Strategie eines Spielers)

Eine Strategie fiir einen Spieler i € N ist eine Funktion, die jedem Pfad h fiir den i € 1(h) eine
Aktion aus A;(h) zuordnet.

Die Menge aller solcher Strategien werde mit S; bezeichnet.

Um teilspielperfekte Gleichgewichte untersuchen zu kénnen, bedarf es zunéchst einiger Vorberei-

tungen.
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Definition 2.29 (Teilspiel)

Es seiI' = (N, H,t,(=3)ien, (fi)ic,—1(n) €in extensives Spiel und durch w € H ein zulissiger Pfad
gegeben.

Das nach dem Pfad w beginnende Teilspiel T'(w) ist gegeben durch

['= (N, Hlw, tlu; (Zi [w)ien, (f1') ez ) bei dem (2.97)
o H|,:={h € Hl(w,h') € H},
o th(B) = il(w, 1)),
o 1 =i |lwh < (w, k) =; (w,h) und
.

(f|;f”)ieL|:“1(@) ist eine Familie von unabhdingigen Wahrscheinlichkeitsmafen fir alle Pfade

aus t| 5t (0).

Definition 2.30 (Teilstrategie)

FEine Teilstrategie s einer Strategie s fiir Spieler i ist gegeben durch:

s{(h) = si(w, h) fir alle h € Hly, i € t|yw(h). (2.98)
Definition 2.31 (Induzierte Lotterie)
FEin durch die Strategien s = (s1,...,sy) induzierte Lotterie O(s) wird folgendermaflen induktiv
bestimmdt:
O(s) = ((pr)ker; (hw)rer)- (2.99)

Man starte mit

I=1{1}, (2.100)
p=1, (2.101)
hy = 0. (2.102)

Essei I ={1,...,k}.
Solange ein h;,i € I existiert mit h; ¢ Hierm setze wiederholt:
1 Bestimme i := arg Ijnel?{hﬂh] ¢ Hicrm}-
a) t(h;) = 0.
FEsist A(h;) = {a1,...,a;}. Dann definiere man eine neue Lotterie folgendermaflen:
I={1,... k+1—1}, (2.103)
hj = hjfir alle j <1,
pj = p; fir alle j <1,
hj = h;_i41 fir alle j >i+1, (2.104)
pj = Pj_i41 fiir alle j > i+1,
hj = (hi,aj_i11) fir allei <j <i+l1,
pj = pi - flaj—ip1|h:) fir allei < j <i+1 (2.105)
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Mit den gewdhiten Aktionen a; = s;(h;) fir alle j € v(h;) setz man

h; = (hi, (aj)j@(hi)) (2.106)
und tibernehme die sonstigen Eintrdge der vorherigen Lotterie.

Der Algorithmus berechnet bei Ziigen der Natur die Lotterie der moglichen Nachfolger und bei
,hormalen Ziigen“ die jeweiligen Pfade, die sich durch die Strategien der einzelnen Spieler ergeben.
Mit dieser Zuordnung von Strategien und Lotterien kann man nun Gleichgewichtsbegriffe

einfithren, die die optimalen Strategienkombinationen herausfiltern. Der bekannteste Gleichge-

wichtsbegriff ist der des Nashgleichgewichtes.

Definition 2.32 (Nashgleichgewicht)
Es sei T' ein nichtkooperatives Spiel. Es bezeichne S; die Menge aller mdglichen Strategien fiir

*

Spieler i. Eine Strategienkombination (si,...,s}) heifst Nashgleichgewicht, falls gilt

O(s7, (57)jen\giy) =i O(si, (5])jen\(ay) fiir allei € N, s; € S;. (2.107)

Eine Strategienkombination ist demzufolge ein Nashgleichgewicht, falls es sich fiir keinen Spieler
lohnt, einseitig abzuweichen.
Hierbei treten haufig ungewollte Gleichgewichte auf, bei denen Spieler dominierte Strategien aus-

wihlen. Zunéchst definiere man eine dominante Strategie.

Definition 2.33 (Schwach dominante Strategien)
Es sei T' ein nichtkooperatives Spiel. O(s*) bezeichne die durch die Strategien (sf);en induzierte
Lotterie.

Eine Strategie s} heifst schwach dominant, falls

O(s7s (sj)jeniiy) =i O(si, (sj)jen\giy) fiir alle s; € Si\ {s;},
(2.108)

O(s7, (55)jen\{i}) =i O(s4, (55)jen\(iy) fiir alle s; € S; \ {s7} fiir mindestens ein s; € S; \ {s; }.
(2.109)

Ein weiteres Gleichgewichtskonzept ist dann ein Gleichgewicht in dominanten Strategien, welches

wie folgt gegeben ist.

Definition 2.34 (Gleichgewicht in schwach dominanten Strategien)
FEine Strategienkombination (sf);en heifit Gleichgewicht in schwach dominanten Strategien, falls

Jjede Strategie s; eine schwach dominante Strategie fir Spieler i € N ist.

Eine durch eine dominante Strategienkombination induzierte Lotterie wird demzufolge jeder ande-
ren durch eine Strategie induzierten Lotterie vorgezogen und es gibt zumindest eine Lotterie, fiir
die die schwach dominante Lotterie echt vorgezogen wird.

Wie bereits erwéhnt, konnen bei Nashgleichgewichten ungewollte Strategiekombinationen auftre-

ten. Diese konnen unter anderem wie folgt gekennzeichnet werden.
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Definition 2.35 (Schwach dominierte Strategie)
Es sei I' ein nichtkooperatives Spiel.
FEine Strategie s} heifst schwach dominiert, falls eine andere Strategie s; fir Spieler i existiert,

sodass

O(s7, (55)jen\{iy) =i O(si, (55)jen\(ay) fiir alle (sj)ejen\(iy € (Si)jen\(iy, (2-110)
O(s7, (55)jen\(sy) =i O(sis (55)jen\(sy) fir mindestens ein (sj)ecjen\(i} € (Sj)jenqiy- (2.111)

Definition 2.36 (Teilspielperfektes Gleichgewicht)
Eine Strategienkombination s heifit teilspielperfekt oder teilspielperfektes Gleichgewicht, wenn sv
ein Nashgleichgewicht in jedem Teilspiel T ist.

Da jedes Spiel T" ein Teilspiel von sich selbst ist, ist jedes teilspielperfekte Gleichgewicht auch ein
Nashgleichgewicht. In teilspielperfekten Gleichgewicht wird nun das oben beschriebene Phénomen
verhindert.

Um teilspielperfekte Gleichgewichte erkennen zu kénnen, erweist sich der folgende Satz als niitzlich.

Theorem 2.37

Sei ' = (N, H, v, (=i)ien, (f)) ein extensives Spiel mit endlicher Linge.

Eine Strategienkombination s* ist teilspielperfekt in T, genau dann wenn fir alle i € N und jeden
Pfad h € H mit i € v(h) gilt:

On(s7, (57)jen\{i}) = On(sis (55)jen\{i})s (2.112)

fiir jede Strategie s; von Spieler i, die sich im Teilspiel T" wvon sf|, nur in der ersten Aktion

unterscheidet.

Beweis. Falls s* ein teilspielperfektes Gleichgewicht ist, dann kann ein Spieler durch jegliches
Abweichen in einem Teilspiel keine Verbesserung seiner Endauszahlung erreichen. Folglich erfiillt
die Strategienkombination insbesondere die Bedingung aus dem Theorem.

Man nehme an s* wire kein teilspielperfektes Gleichgewicht und es erfiille die Bedingung.

Es sei s; in T'(h') eine profitabel abweichende Strategie fiir Spieler ¢ bei der
si(h) # si|n (h) (2.113)

fiir eine Menge von Pfaden.

Da T eine endliche Linge besitzt, gilt dies auch fiir das Teilspiel T'(h').

Unter all diesen profitabel abweichenden Strategien von Spieler ¢ in I'(h’) wéhle man eine Strategie
s;, fiir welche die Anzahl der Pfade h, sodass

si(h) # (s 1) () (2.114)

minimal ist.
Es sei h* der ldngste Pfad, sodass s;(h) # (sf|n/)(h) gilt. Da s* die Bedingung aus den Theorem
erfiillt, ist

O(s7 [n,he» (85) jen\giy) =i O(Silnr w5 (85)jen\{i})- (2.115)
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Allerdings widerspricht dies der Wahl von h*, nach der
si(h) = sf|n/(h) fiir alle h € T'(h', h*) (2.116)
O

Dariiber hinaus entwickelt das Theorem die Idee fiir die Bestimmung eines teilspielperfekten Gleich-
gewichtes. Man betrachte dabei die minimalen Teilspiele in I" und bestimme die Entscheidungen
fiir die zu entscheidenden Spieler, falls diese existieren. Danach betrachtet man die minimalen Teil-
spiele ohne die bereits betrachteten und wéihlt wiederum die besten Aktionen fiir die zu ziehenden
Spieler, vorausgesetzt die Spieler nutzen im weiteren Verlauf eine vorher bestimmte beste Akti-
on in den minimalen Teilspielen. Dies Vorgehen wird nun solange wiederholt, bis kein minimales
Teilspiel existiert, in dem nur Spieler aus N ziehen. Damit kénnen teilspielperfekte Gleichgewichte
bestimmt werden, wobei aufgrund der Maximierungsbedingung die Existenz nicht gesichert sein

muss. Das Vorgehen an sich wird als Riickwértsinduktion bezeichnet.

3 Die Konstruktion

Eine bekannte Implementierung der Shapley-Losung fiir einfach monotone Koalitionsfunktionen®
wird in der Arbeit von Pérez-Castrillo und Wettstein, 2001: [5] untersucht. Verallgemeinert auf alle
kooperativen Spiele wurde dann das folgende Mehrstufenspiel von Kongo, Funaki und Tijs: 2007

konstruiert.

3.1 Modell von Kongo/Funaki/Tijs

Es sei ein kooperatives Spiel (N, v) gegeben. Ein dazu dquivalentes nichtkooperatives Spiel T'(N, v)
ist wie folgt rekursiv definiert.

Falls |[N| = 1, dann erhélt Spieler ¢« € N den Betrag v(i) und das Spiel endet.

Man nehme an, dass nichtkooperative Spiel wire fiir weniger als n Spieler bekannt. Fiir n Spieler

definiert man:
[ ] t:]_
Jeder Spieler ¢ € N entscheidet iiber ein Tupel (b;)jeN,i#

b’ € R fiir jedes j # i. (3.1)

Dabei bezeichnet b; ein mogliches Gebot von Spieler 7 an Spieler j.
Fiir jedes i € N wird das Nettogebot B* als Summe der eigenen Gebote abziiglich der Summe

der erhaltenen Gebote berechnet, sodass

B'=>"b - 0. (3.2)

J#i J#i

Eine Koalitionsfunktion heiBt einfach monoton, wenn fiir alle Koalitionen S und alle Spieler i ¢ S gilt:
v(8) +o({i}) <v(SU{d}).
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Es sei dann

B .
a € argmax B, (3.3)

wobei bei mehreren Maximierern ein Spieler per Zufall bestimmt wird. Dieser Verteiler a

zahlt anschliefend seine Gebote b an jeden Spieler j # a.
e t=2 Der Verteiler « bietet jedem Spieler j € N \ {a} einen gewissen Betrag 2§ € R an.

e t=3 Spieler in N\ {a} entscheiden iiber das Angebot gleichzeitigé. Antworten sind entweder
das jeweilige Angebot des Verteilers zu akzeptieren oder es abzulehnen.
Es sei (j1,...,Jn|) eine beliebige Reihenfolge. Falls Spieler j; das Angebot akzeptiert, ent-
scheidet danach Spieler j; 11 {iber den ihm angebotenen Betrag.
Falls alle Spieler akzeptieren, dann endet das Spiel in einer Einigung der Spieler. Falls ein
Spieler ablehnt, wird keine Einigung erzielt.
Wenn eine Einigung erreicht wird, zahlt der Verteiler o die angekiindigten Gebote z§ fiir
jeden Spieler j € N \ {a} und er erhilt im Gegenzug den Wert der Grofien Koalition v(N).

Somit ergeben sich Auszahlungen fiir die antwortenden Spieler j von
b +x§ (3.4)

und fiir den Verteiler « ergibt sich eine Auszahlung von

v(N) — Z b — Zm? (3.5)
Jj#a Jj#a
Damit endet dann das Spiel.
Falls andererseits keine Einigung erzielt werden kann, so wird der Verteiler a aus dem Spiel
entfernt. Er erhilt eine Auszahlung von v(«) und die verbleibenden Spieler fithren die Ver-
handlungen in T'(V \ {a},v*) weiter.

3.2 Die Konstruktion

Eine Idee zur Implementierung des (gewichteten) x-Wert ist es nun, dieses mehrstufige Spiel so
zu erweitern, dass sich mittels einiger weiterer Stufen Komponenteneffizienz fiir alle Partitionen
ergibt und die Uberschﬁsse/Abgaben nach den Gewichten aufgeteilt werden.

Zunichst betrachte man die beiden Félle, welchen Ausgleich man von der Shapley-Lisung zum
(gewichteten) y-Wert beriicksichtigen muss. Fall 1:

v(P(i)) > > Shi(N,v). (3.6)
JEP(@)
Die Verhandlungen auf den ersten drei Stufen fithren zu einer geringeren Auszahlung fiir die ge-

samte Komponente P(i). Bei Auflosen der Kooperation mit allen weiteren Komponenten und

stattdessen der Produktion innerhalb der eigenen Komponente P (i) wire es fiir sie moglich einen

SEine gleichzeitige Entscheidung kann #quivalent als aufeinanderfolgende Entscheidung unter unvoll-

stédndiger Information modelliert werden
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hoheren Wert zu generieren.
Entsprechend muss im zu konstruierenden Spiel ein Ausgleich fiir die Spieler aus P(4) stattfinden.
Dieser kann entweder intern von den anderen Komponenten oder extern begriindet sein.

Der erste Fall ist aber nicht moglich wie folgendes Spiel zeigt:

N ={1,2,3} (3.7)
-1/2 K ={3}
v(K)=<1 K e {{1},{2},{1,3},{2,3},{1,2,3}} (3.8)
2 K= {1,2}

Die Werte der Shapley-Losung betragen

Shl(N, U) = ShQ(N,’U) = 3/4,
Shs(N,v) = —1/2. (3.9)

Somit gilt
v(P(1)) > Sh1(N,v) + Sho(N,v). (3.10)

Allerdings kann der Ausgleich fiir diese Komponente nicht von Spieler 3 ausgehen, denn es gilt
Sh3(N,v) = —1/2 = v(P(3)). (3.11)

Damit ist diese Komponente bereits ausgeglichen.
Somit muss der Ausgleich fiir die Komponenten extern organisiert werden.
Fall 2:

v(P(i)) < > Shi(N,v). (3.12)

JEP(@)

Dieser Fall bedeutet, dass die Spieler aus P(i) produktiver in der Grofien Koalition sind. Dement-
sprechend muss im zu konstruierenden Spiel eine Gebiihr abverlangt werden, sodass die Summe
der Auszahlungswerte insgesamt nur dem Wert der Komponente entspricht. Die Idee ist es nun
diesen Ausgleich von einem Makler ausfithren zu lassen. Dieser fordert entsprechend der Differenz
zwischen der Summe der Auszahlungen aus den ersten drei Stufen und dem Wert der Komponente
eine Gebiihr oder bietet eine Subvention, die jeweils anhand der Gewichte auf die einzelnen Spieler
aufgeteilt wird. Der Makler ist bestrebt die Kooperation aller Komponenten durchzufiihren.
Fiir den Fall, dass der Makler eine zu hohe Gebiihr/zu geringe Subvention zahlt, muss es den
Spielern moglich sein, diese Gebote abzulehnen. Falls dies eintritt, so wird die Kooperation gemé&f
der grofilen Koalition ausgelost, d.h. die Auszahlungen aus den ersten drei Stufen verschwinden.
Stattdessen werden die Auszahlungen der jeweiligen Komponenten aufgeteilt, wobei mittels den
ersten drei Stufen produktivere Spieler héhere Auszahlungen erhalten.
Fiir den Abstimmungsmechanimus innerhalb der Komponenten bestehen nun zwei Moglichkeiten.
Einerseits kann ein Représentant fiir die Komponente bestimmt werden, der fiir die gesamte Kom-
ponente entscheidet. Andererseits kann jeder Spieler fiir sich selbst entscheiden, ob er den Anteil

an der Gebiihr/Subvention tragen will.
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In dieser Implementierung wurde die zweite Moglichkeit ausgewihlt, da der erste Fall eine weitere
Stufe im Spiel zur Folge haben wiirden.

Falls keine Kooperation in der Groflen Koalition vereinbart werden kann, miissen alternative
Auszahlungen generiert werden. Durch den Abstimmungsprozess ist jedem Spieler ein Veto ge-
geben. Entsprechend diirfen die Auszahlungen bei Ablehnen der Kooperation mit Gebiihren von
v(P(i)) — Shp() (N, v) nicht hoher sein, als wiirden die Spieler die Gebiihr akzeptieren.
Orientiert man sich am gewichteten y-Wert, so gelangt man mittels einiger Umformungen zu fol-

gender Beschreibung:

X (N0, P,w) = Shy(N,v) + wi’() ((P(i)) — Shp( (N, v)) (3.13)
w]‘ w; .

= > Shi(N,v) + (v(P(i)) — Shpgiy(N,v)) (3.14)
oy WP Wp(3)
JEP(3)

= Y Sm(Ne) — Y T Shy(Nv) + ——u(S) (3.15)
jerty VPO jep) VP@ WP ()

=S+ Y5 §hi(N,v) — —Sh;(N,v)]. (3.16)
wp (i) jerty PG WPG)

Folglich lisst sich die Aufteilung geméafl der x-Losung wie folgt interpretieren. Jeder Spieler erhilt
zunéchst den Anteil geméifl seinem Gewicht am Wert der eigenen Komponente und anschlieffend
zahlt jeder Spieler i einen Ausgleich an Spieler j, der gerade

w;

Sh;(N,v) (3.17)
wp (i)

entspricht.

Folglich zahlen die Spieler mit hoherer Macht entsprechend auch hohere Ausgleiche. Zusammen-
gefasst wird bei Ablehnen der Gebiihr und damit Ablehnen der Kooperation der Komponenten,
zundchst jedem Spieler i € N seinen Anteil am Wert der Komponente zugeordnet, bevor die

Ausgleiche
Ww;

3.18
o (318)

fir jeden Spieler j € P(i) zu zahlen sind. Dabei sind p; gerade die Auszahlungen, die sich aus den
ersten drei Stufen ergeben.

Nun muss noch festgelegt werden, welche Auszahlungen fiir den Makler generiert werden. Die
gewiinschte Gebiihr an Komponente S soll Shg(N,v)—v(S) fiir alle S € P betragen. Entsprechend

ergibt sich zunéchst als Auszahlung fiir den Makler bei Kooperation der Komponenten

Ty = Z (Shs(N,v) —v(S)) (3.19)
SeP
=v(N) = > w(9). (3.20)
SeP

Da nun aber keine Subadditivitiit? vorausgesetzt wird, kann diese Auszahlung auch echt negativ

sein. Entsprechend fordert der Makler insgesamt keine Gebiihr, sondern muss insgesamt eine Sub-

"Eine Koalitionsfunktion heifit superadditiv, falls fiir alle Koalitionen S und T mit SN T = § gilt:
v(S)+v(T) <V(SUT).
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vention zahlen, damit die Spieler die Grofie Koalition bilden. Allerdings wurde der Makler mit
dem Bestreben eingefiihrt, die Kooperation zu preferieren. Es muss demnach noch der Einfluss auf
die Entscheidungsfindung als ” Auszahlung” fiir den Makler modelliert werden. Dies wird durch
Addition einer Konstanten C
Zhy =v(N) = > v(S)+C (3.21)
sSeP
erreicht.

Fiir die Wahl von C' betrachtet man nun die gegenteilige Entscheidung der Spieler iiber die Ko-
operation. Falls die Gebiihren abgelehnt werden, so findet die Kooperation der Komponenten nicht
statt. Entsprechend erhilt der Makler auch keinerlei Gebiihren, sodass sich fiir ihn eine Auszahlung
von Null ergibt. Fiir die Wahl des ”Einflusses” C vergleicht man nun die beiden Auszahlungen. Da
die Restriktion v(N) > 0 fiir die Kooperation gelten sollte, anderenfalls wére die Grofie Koalition

unproduktiver als die leere Koalition, wiirde man mit

C=> v (3.22)

SeP
stets fiir eine nichtnegative Auszahlung fiir den Makler bei Akzeptanz der Gebiihren sorgen kénnen.
Folglich wiirde er diese Situation stets bevorzugen.
Nun reduziert sich das Problem des Spiels darauf, ob die Anreize fiir die Spieler auf der ersten
Stufe so verbleiben, dass sich die Shapley-Auszahlungen ergeben. Im Drei-Stufen-Modell von Kon-
go/Funaki/Tijs gab es nur den Anreiz, die eigene Auszahlung zu maximieren. Folglich wurden die
Gebote auf Stufe 1 so klein wie moglich gehalten. Jede positive Zahlung an einen beliebigen Spieler
verringert die eigene Auszahlung.
Im jetzt konstruierten Fiinf-Stufen-Modell besitzt ein Spieler nun zwei verschiedene Anreize. Zum
einen verringert sich erneut die eigene Auszahlung, je grofler die Angebote an die anderen Spieler
sind. Allerdings vergréfiert sich die Auszahlung auch, falls ein Spieler besonders geringe Gebote an
die Mitspieler aus der eigenen Komponente téitigt. Die Aufgabe wird es sein, diese beiden Anreize
im Ausgleich zu halten und es wird sich zeigen, dass dies nur im ungewichteten y-Wert in diesem
Setting moglich ist. Fiir iiberdurchschnittlich hohe Gewichte wird es moglich sein, eine unendlich
hohe Auszahlung zu erzielen.

Zusammengefasst nun das konstruierte Spiel aus den bisherigen Uberlegungen:

Theorem 3.1 (Implementierung)

Gegeben ein Kooperatives Spiel (N, v, P).

Dann ist ein zugehdriges nichtkooperatives Spiel wie folgt gegeben.
Stufe 1:

Falls |N| =1 erhdlt der Spieler den Wert v(i).

Falls |[N| > 1:
Jeder Spieler i € N bietet b;'» € R fiir jeden Spieler j # i. Fiir jedes i € N wird das Nettogebot B’

als Summe der getitigten Angebote abziiglich der erhaltenen Gebote bestimmt, d.h.

B =Y "(bi —b]). (3.23)

JFi
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Nun sei o € argmax B® per Zufall aus dieser Menge B* bestimmt. Dieser Verteiler o zahlt b5 an

jeden Spieler j # a.

Stufe 2:
Der Verteiler a bietet jedem anderen Spieler j € N \ {a} den Betrag zf.

Stufe 3:

Spieler in N \ {a} antworten gleichzeitig auf das Angebot des Verteilers a.

Es bezeichne (j1,...,7n|) eine beliebige Reihenhfolge der Spieler aus N. Spieler konnen entweder
das jeweilige Angebot des Verteilers o akzeptieren oder es ablehnen. Falls Spieler ji das Angebot

akzeptiert, so entscheidet der nachfolgende Spieler jji1.

Falls alle Spieler akzeptieren, dann zahlt der Verteiler o den Spielern aus N \ {a} das jeweilige
Gebot x§ und der Verteiler erhilt den Wert v(N).

Falls ein Spieler ablehnt, erhdilt der Verteiler den Wert v(«) und die Spieler aus N \ {a} fihren
die Verhandlungen in T(N \ {a},v*) weiter.

Stufe 4:

Seien M ein Makler® und p;, j € N die Auszahlungen der Spieler aus den ersten drei Stufen.
M fordert eine Abgabe yM wvon jeder Komponente S € P. Die Kosten werden entsprechend den
Gewichten der einzelnen Spieler verteilt. Die Komponenten antworten gleichzeitig auf diese For-

derunyg.

Stufe 5:

Die Komponenten S, S € P antworten gleichzeitig auf die Forderung der Gebiihren. Es sei
(k1,...,kn|) eine beliebige Reihenfolge der Spieler aus N. Falls Spieler kj den Anteil der Gebiihr
seiner Komponente trigt, so entscheidet der nachfolgende Spieler kji1. Falls ein Spieler seinen
Beitrag zu der Abgabe ablehnt, fiihrt dies nicht zur Kooperation der Komponenten. Jeder Spieler i

aus N wverliert seinen Nutzen aus den vorherigen Kooperationsverhandlungen. Er erhdlt

Wy

—v(P(i)) (3.24)
Wp (i)

als Anteil am alleinigen Ergebnis seiner Komponente und zahlt eine Umuverteilung von

wy

Pi 3.25
or (3.25)

an die entsprechenden Mitspieler j aus seiner Komponente P(i).
Falls alle Spieler und alle Komponenten die Gebiihren akzeptieren, so zahlt jeder Spieler i seinen

Anteil an der Gebiihr von

wi M
yM. 3.26
W PO (3.26)

8Der Makler erméglicht es, dass die Komponenten die groBe Koalition bilden kénnen.
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seiner Komponente.

Fiir den Fall, dass jede Komponente die Gebiihr zahlt, erhdlt der Makler M die Gebiihr der Spieler
und einen Bonus, der der Summe der Kooperationswerte der Komponenten aus P entspricht®. Fiir
den Fall, dass ein Spieler einer Komponente die Gebiihr nicht zahlt, betrigt die Auszahlung fir
den Makler Null.

Bemerkung

Das konstruierte Spiel erfillt die Bedingungen an ein extensives Spiel, wie es im vorherigen Kapitel
eingefihrt wurde.

Es wird eine Lotterie mit maximal |N| Auszahlungsvektoren fiir die Spieler aus N und den Makler
M generiert, wobei ein Vektor fiir den mdglichen Spieler « existiert. Fir jeden Spieler i € N und
den Makler M muss die Preferenzrelation lediglich monoton sein und lediglich von den eigenen

Auszahlungen abhingen. Sie erfillt demnach
(D1 pnsat, ... a™) = (Pry. . s bty 0 gdw. aF > BF kE=1,... n. (3.27)
Strategien fiir Spieler i € N entsprechen einem Tupel:

((08)sen\giy (@) jen gy (AD) jen iy Ci).- (3.28)
° b; € R beschreibt das Gebot an den Spieler j in Stufe 1.

° x; € R beschreibt das Angebot fiir Spieler j auf Stufe 2, falls Spieler i zum Verteiler bestimmt

wurde.

° A{ C R beschreibt die Menge der Angebote von Spieler j, die auf Stufe 3 akzeptiert werden,

falls Spieler j zum Verteiler ausgezeichnet wurde.

e C; C R beschreibt die Menge der Gebihren fiir die Komponente P(i), die von Spieler i

gezahlt werden.

Eine Strategie fiir den Makler M ist die Wahl eines Tupels

(y§")ser, (3.29)

bei der y¥ die Gebiihr/Subvention fir die Komponte S darstellt.

3.3 Existenz eines teilspielperfekten Gleichgewichtes

Proposition 3.2
Die folgende Strategie generiert den gewichteten x-Wert als Auszahlung fiir die Spieler aus N .

e Stufe 1: Jeder Spieler i € N kiindigt jedem anderen Spieler j # i an, ihm den Betrag
b; = Shj(N,v) — Shi(N \ {i},v") (3.30)

zu zahlen.

9Dies kann als Einfluss interpretiert werden.
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o Stufe 2: Der ausgewdhlte Verteiler bietet nun
x = Shj(N \ {a},v) (3.31)
an jeden Spieler j € N\ {a}.
e Stufe 3: Die Spieler akzeptieren das Angebot, wenn
x§ > Shi(N\ {a},v?). (3.32)
o Stufe 4: Der Makler fordert von jeder Komponente S € P die Gebiihr

yM = Z Shi(N,v) —v(S5) (3.33)
€S

o Stufe 5: Spieler in den Komponenten akzeptieren die Gebiihr, falls

Beweis. Man erkennt, dass die Angebote/Forderungen in allen Stufen akzeptiert werden. Damit

betréigt die Auszahlung nach Stufe 3
bi + 2§ = Shj(N,v) (3.35)

fiir alle Spieler aufler dem ausgezeichneten a. Durch die Komponenteneffizienz ergibt sich fiir diesen

dann eine Auszahlung von

v(N) — ijo‘ - ij‘ =o(N)— ZShj(N,’U)
JjFa J#a JjFa
= Sha(N, ). (3.36)

Man erkennt demnach, dass bei dieser Strategie stets die gleiche Auszahlung generiert wird, un-
abhéngig davon, welcher Spieler als Verteiler ausgewéhlt wird. Dass dies in jedem teilspielperfekten
Gleichgewicht der Fall sein muss, wird spéter gezeigt. In Stufe 5 fithrt dies ebenso zu einem Ein-

verstindnis der Komponenten. Die Auszahlung fiir Spieler ¢ aus Komponente S € P betrigt

Shi(N,0) + =L(0(S) = Y Shi(N,v)) = X' (N, v, P). (3.37)
S ;
€S
Der Makler M erhélt eine Endauszahlung von

Z(Z Shi(N,v) —v(S)) + Z v(S) = Z Sh;(N,v) = v(N). (3.38)

SeP ieS SeP 1EN

Proposition 3.3
Die oben angegebene Strategienkombination ist ein Nashgleichgewicht im Teilspiel beginnend bei
Stufe 4 und 5, falls die Kooperation einen echten Wert erzeugt, d.h. falls v(N) > 0.
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Beweis. Falls |[N| = 1 ist, so erhélt der einzige Spieler ¢ den Wert v(i), welches in diesem Fall
seinem gewichteten y-Wert entspricht.

Induktiv nehme man nun an, fiir |[N| — 1 Spieler sei die Behauptung gezeigt. Man beginnt die
Untersuchung nach dem Theorem 2.112 bei dem Teilspiel, welches in Stufe 5 beginnt. Sei j ein
Spieler aus S. Falls alle anderen Spieler aus S die Gebiihr zahlen, so erhilt Spieler j bei Akzeptanz
eine Gesamtauszahlung von

w;
Py — @yg, (3.39)

Bei Ablehnen der Gebiihr wiirde er im Gegenzug

wj W;Pi — WiPj

eV + JEZS e (3.40)
erhalten. Mit der von M gewihlten Gebiihr wiirde er sich daher nicht verbessern kénnen.

Fiir die anderen Spieler ergibt sich die gleiche Uberlegung im Wissen, dass nachfolgende Spieler
ebenso akzeptieren werden. Daher ist auch deren beste Antwort, die Gebiihr zu akzeptieren. Eine
beste Antwort!'? ist daher auf der fiinften Stufe des Spiels die Akzeptanz der Gebiihr.

Im Teilspiel beginnend bei Stufe 4 lohnt es sich nicht, wenn der Makler M eine hohere Gebiihr fiir
eine der Komponenten wahlt. In diesem Fall wiirde diese Komponente die Kooperation ablehnen.
Somit wiirde die Endauszahlung des Spielers M gerade Null betragen, welche nicht besser als v(N)
ist.

Falls der Makler M eine geringere Gebiihr fiir eine der Komponenten wéhlt, so wiirde diese ange-
nommen werden und die Endauszahlung des Maklers wére entsprechend geringer. Damit stellt die

Strategienkombination ein Nashgleichgewicht im bei Stufe 4 beginnenden Spiel dar. O

Der folgende Beweis, dass die Strategie auf Stufe 1 ein Nashgleichgewicht darstellt beruht auf dem
Aufsatz aus Kongo/Funaki/Tijs, 2007: [2].

Proposition 3.4
Die oben angebene Strategienkombination bildet genau dann ein Nachgleichgewicht im Teilspiel
beginnend bei den Stufen 1,2 und 8 falls alle Spieler in einer Komponente gleiche Gewichte besit-

Z@TL.ZI

Beweis. Fiir Stufe 3 sei wiederum jj der letzte Spieler, der entscheiden muss, ob er das Angebot
des Verteilers o ablehnt oder akzeptiert. Fiir den Fall, dass alle Spieler das Angebot akzeptiert
haben, so ist seine bestmdgliche Reaktion, das Angebot Sh;(N \ {a},v®) zu akzeptieren, da er
auch bei Ablehnen des Angebotes nach Induktionsannahme keine hohere Auszahlung erhalten

wiirde. Wiederholtes Anwenden dieses Arguments zeigt, dass die Strategienkombination ein Nash-

10 Andere besten Antworten sind gerade diejenigen, bei denen die geforderte Gebiihr akzeptiert wird und

andere Gebiihren beliebig beantwortet werden.
"Dies stellt gerade die Situation im ungewichteten y-Wert dar
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gleichgewicht im Teilspiel, welches auf der dritte Stufe beginnt, darstellt.
Fiir das Teilspiel bei Stufe 2 beginnend, erhélt der Verteiler a die Auszahlung

w(N) = Y Shi(N\ {a},v%) Fu(N) — v (N \ {a}) %2 v(a). (3.41)
ita

Falls der Verteiler a ein Angebot an einen Spieler erhoht, ohne dies bei den anderen auszugleichen,
so wird das Angebot immer noch angenommen, aber die Endauszahlung des Verteilers « verringert
sich. Falls der Verteiler jedoch eines seiner Angebote senkt, so fithrt dies nicht mehr zu einer
Einigung. Er erhélt die Auszahlung v(«) am Ende der dritten Stufe. Insgesamt stellt dies in der
Endauszahlung keine Verbesserung dar. Damit ist die Strategienkombination ab Stufe 2 ebenfalls
teilspielperfekt.
Es bleibt noch zu zeigen, dass die Strategienkombination ab der ersten Stufe ein Nashgleichgewicht
ist. Zunéchst wird gezeigt, dass jeder Spieler mit der gleichen Wahrscheinlichkeit zum Verteiler «
bestimmt wird.
Die Nettogebote sind fiir i € N:

Bizg(bg—b{)zg Sh;(N,v) — Shi(N,v) — Sh;(N \ {i},v") + Sh;(N\ {5},v) | (3.42)

2.22
=70

Alle Spieler werden demnach mit einer Wahrscheinlichkeit von 1/|N| als Verteiler ausgewihlt.
Es wird nun gezeigt, dass es sich fiir keinen Spieler lohnt, seine Gebote zu #ndern. Dabei bezeichne

man mit Z; = % + a; die neuen Gebote. Die neuen Nettogebote sind dann

BI= Y b -0k firjeN\{i} (3.43)
keN\{j}
Entsprechend betragen die Nettogebote fiir Spieler aus j € N \ {i} gerade Bi= —a;.
Es seien nun drei Fille fiir ) a; zu unterscheiden.
J#i
Fall 1:
B =Y a;<0. (3.44)
J#i

Damit existiert zumindest ein a; < 0. Entsprechend ist das Nettogebot von Spieler j ]§j > 0,
sodass Spieler ¢ nicht als Verteiler ausgezeichnet wird. Damit veréndert sich seine Endauszahlung
nicht.

Fall 2:
B'=>a;=0. (3.45)
J#i
Da nicht alle fiir alle j € N a; = 0 gelten kann, ist zumindest ein Nettogebot eines anderen Spielers
echt positiv, sodass dieser zum Verteiler ausgewahlt wird. Damit &ndert sich die Endauszahlung

von Spieler i nicht.
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Fall 3:
=> a; >0 (3.46)

J#i
Damit wird Spieler ¢ nur dann mit einer positiven Wahrscheinlichkeit zum Verteiler a bestimmt,
falls nicht alle anderen Nettogebote grofier als sein eigenes Nettogebot sind. Entsprechend muss

also gelten:

Z a; + Z a; > —a; fir alle [ € N\ {i}. (3.47)

JEN\P(i) JEP@\{i}
Die Auszahlungen nach Stufe 3 des Spieles sind dann:
;= Sh<(N ’U) + a; fiir alle j € N\ {i},
= Shi(N,v) = a;. (3.48)

J#i
Mit dem Ausgleich auf den Stufen 4 und 5 ergibt sich dann als Endauszahlung fiir Spieler i:

yi = Shi(N,v) — Zaﬂ‘wfs( u(P(@) = Y @)

J#i JEP(3)

)= a kot [P~ Y (Shy(N.w) +ay) ~ SN0+ Y

JFi JeP(@\{i} JeEN\{i}

(3.49)
(N, v, P,w) Za]—kf Z aj.

J#i JeN\P(i)

Fiir eine Verbesserung der Endauszahlung des Spielers ¢ muss demnach Folgendes gelten:

S+ Y g >0 (3.50)

— ws | .
Ve JEN\P(3)

Man untersuche zun#chst die symmetrische Situation, d.h.
ws = 1,
1
P@i)|

Fiir {N} = P oder |P(i)| = 1 stimmt der y-Wert mit dem Wert der Shapley-Losung iiberein.

Folglich besteht hier gerade kein Anreiz die Spieler aus anderen Komponenten gegeniiber Spielern

w; =

(3.51)

aus der eigenen Komponente zu iibervorteilen. Folglich ist eine Verbesserung wie in (3.46), (3.47)
und (3.50) nicht méglich, denn fiir P (i) = {¢} ist die Auszahlung des Spielers ¢ durch die Kompo-
nenteneflizenz bereits vorgegeben.

Fir P = {N} stellt jede Erhohung des Gebotes eine niedrigere Endauszahlung fiir Spieler ¢ dar.
Somit ist Spieler ¢ nicht bestrebt, zu erzwingen, dass er zum Spieler o ausgewahlt wird und es gibt
keine Verbesserungsmoglichkeit fiir Spieler ¢ durch einseitige Abweichungen in diesem Teilspiel.
Es sei nun 1 < |P(i)| < |N|. Die zum System zugehdrige Matrix ist symmetrisch in den a;, die zu

den Spielern gehoren, die nicht in P(7) sind, und in den a;, die zu den Spielern gehéren, die sich
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in der gleichen Komponente wie Spieler ¢ befinden.

Falls der zuléssige Bereich nichtleer wire, miisste es eine symmetrische Losung wie folgt geben:
a; = ac fir alle j € N\ P(4),
a; = ap fir alle j € P(3) \ {i}. (3.52)

Damit vereinfachen sich die Nebenbedingungen von K zu folgenden Bedingungen:

<<1—pb>><|N|—7><i>|> |7’(i)|—1><ac><0 .
—|N|+P@)]) —P@)|+1) \ap

N ) Dl
NG PO (o) )
—IN[+|P@)] -1 —[P@E)|+1) \ap
Der Satz von Motzkin'? besagt, es gibt keine Verbesserungsméglichkeit fiir Spieler i, falls das

folgende Gleichungssystem eine Losung besitzt:

((1—pz>><N|—|7><z‘>|> NI+ [P@)| —IN|+[P@)] —|N|+|7><z'>|—1> % -

P@i)| -1 —[P@@)]+1 —[P(@)] —[P@@) +1

Y= (y1,92) # 0,
Y1,Y2 Z 07

21,22 2 0.

Nun ist gerade (|P(i)|,0,|P(i)| — 1,0)T eine Losung, sodass es fiir Spieler i keine Moglichkeit gibt,
seine Endauszahlung zu verbessern und somit stellt die Strategienkombination ein Nashgleichge-
wicht im gesamten Spiel dar.

Fiir den unsymmetrischen Fall gibt es fiir nichttriviale Partitionen dagegen immer einen Spieler

mit tiberdurchschnittlichen Gewicht:

s 3.56
g (3.56)
Damit stellt die folgende Anderung der Strategie des Spielers i eine Verbesserung dar:
a; = |P(i)| — |N| fiir alle j € P(4) \ {i},
ar = |P(4)| fiir alle k € N\ P(4). (3.57)

Damit sind die Bedingungen (3.47) und (3.50) erfiillt, denn es gilt:

Y4t Y, a=IN=[P@)] >0 (3.58)

FJEN\P () keP(i)\{}

Yooai+ Y ar=IN|—|P@)| > —|P(i)| = —ax,j € N\ P(i), (3.59)
FJEN\P (i) keP(i)\{i}

dooa+ Y a=IN-[P@)|=—a;,j€Pi)\{i}. (3.60)
FJEN\P (i) keP(i)\{i}

12Fiir den Satz und den Beweis vergleiche man den Anhang 6.5.
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Weiterhin gilt:

w;
yi —xi(N,0,Pw)=— Y ak+(w()_1) S g (3.61)
P(i

keP()\{i} JEN\P()

3.56 1

>0 an+t (W —-1) > a;=0 (3.62)
keP(i)\{i} JEN\P(3)

Die Abweichung von der oben definierten Strategienkombination stellt demnach eine Verbesserung
dar. Durch Skalierung der Strategie kann weiterhin eine beliebig grofie Auszahlung fiir diesen Spieler
erreicht werden. Es kann daher kein teilspielperfektes Gleichgewicht in diesem Falle geben. Fiir den
symmetrischen Fall stellt die Strategienkombinatione dagegen im gesamten nichtkooperativen Spiel
ein Nashgleichgewicht aller moglichen Strategien dar, sodass sie mit der letzten Proposition ein

teilspielperfektes Gleichgewicht bilden. O

3.4 Eindeutigkeit des teilspielperfekten Gleichgewichtes

Nachdem nun ein teilspielperfektes Gleichgewicht gefunden ist, versucht man nun zu zeigen, dass
die Auszahlung in jedem teilspielperfekten Gleichgewicht dem y-Wert entspricht. Damit spricht

man von einer vollstdndigen Implementierung.

Proposition 3.5
In jedem teilspielperfekten Gleichgewicht lehnen die Spieler die Gebiihren y¥,S € P, ab, falls

yM > ij —v(S) fir eine Komponente S € P. (3.63)
jES

In jedem teilspielperfekten Gleichgewicht akzeptieren die Spieler die Gebiihren yé”, S eP, falls

yM < ij —v(S) fir alle Komponenten S € P. (3.64)
jes
Beweis. Man nehme an alle Spieler wiirden die Gebiihren von
y§' > pi— () (3.65)
jes
akzeptieren. Dann betrigt die Auszahlung fiir Spieler ¢ aus der Komponente S
W;

Y (3.66)

Falls Spieler ¢ von seiner Strategie abweicht und die Gebiihr ablehnt, so betrégt seine Auszahlung

ws wip; — Wip; W ws
ﬁ”(s)_Z%:pi_j pj —v(S) >pi—w—ly§4. (3.67)
S jes S s jes s
Die urspriingliche Strategie von Spieler ¢ kann demnach nicht zu einem teilspielperfekten Gleich-
gewicht gehoren.
Falls

yd' <> pj—v(S) fiir alle S € P, (3.68)
jES
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dann kann fiir den letzten Spieler j in einer beliebigen Reihenfolge das Ablehnen dieser Gebiihr
nicht die beste Antwort sein. Falls er entscheiden muss, d.h. alle Spieler vor ihm haben ebenso

akzeptiert, so betrégt seine Auszahlung, im Falle der Akzeptanz:

Wi
o M (3.69)
T wpgy TP

Bei Ablehnen des Angebotes betrigt seine Endauszahlung allerdings,

T YA R S R (3.70)

J
’U}p(j) i€P () wP(J) ieP(j) wP(J)

welches mit der obigen Wahl von yg/f die schlechtere Alternative darstellt. Somit wird der letzte
Spieler diese Gebiihren akzeptieren und mit den gleichen Uberlegungen wird dies in einem teil-

spielperfekten Gleichgewicht jeder andere Spieler ebenfalls tun. O

Proposition 3.6
Sei v(N) > 0, dann zahlen die Komponenten in jedem teilspielperfekten Gleichgewicht die vom
Makler M geforderte Gebiihr.

Beweis. Man nehme an, in einem teilspielperfekten Gleichgewicht wiirde die Gebiihr nicht akzep-

tiert werden. Es gibt demnach einen Spieler ¢ aus der Komponente S mit:

Wi ar W; WiPj — W;5P;
P — — < —(S) — _— 3.71
p wsys *wsv( ) ]ze;g ws ( )
und demnach
s = i —o(S). (3.72)
JjES

In diesem Fall wiirde der Makler den Nutzen von Null (bei Ablehnen der Gebiihr) vermeiden

konnen, falls er die geforderte Gebiihr auf den Wert

N
ij—v(S)—a,% >e>0 (3.73)
jes la
senkt. Nach der vorherigen Proposition wird dann die Gebiithr angenommen und die Auszahlung
fiir M betriagt dann

ST —uS) + S vS) ~ Ple= >3 p; — [Ple F u(N) — [Ple > 0. (3.74)
SeP jeSs SeP SeP jes

Damit kénnen Strategien, bei denen die Gebiihr abgelehnt wird, nicht zu einem teilspielperfekten

Gleichgewicht gehoren. O

Proposition 3.7
Sei v(N) > 0. In jedem teilspielperfekten Gleichgewicht fordert der Makler M eine Gebihr von

> pj —v(S) von jeder Komponente S € P.
jeS
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Beweis. Nach der vorherigen Propositionen kann der Makler in einem teilspielperfekten Gleichge-
wicht nur Gebiihren y3 < > p; — v(S) fordern.
JjeSs

Seien demnach die Gebiihren
ys' = pj—v(S) —(5),e(S) > 0 fiir alle S € P. (3.75)
JES
Falls N
> ed) > o) (3.76)

sep [Pl
so entspricht dies einer Auszahlung des Maklers von
> pi— > el =v(N)= Y £(S) <. (3.77)
JEN SeP SeP

Indem der Makler die Gebiithren demnach auf

y > ij —v(9) fiir alle S € P (3.78)
jes
senkt, werden die Gebiihren abgelehnt und folglich erhélt der Makler M eine Auszahlung von Null,

welche echt besser ist.

Falls o)
v
e< , (3.79)
P
so kann sich der Makler M echt verbessern, indem er die Gebiihren auf
M _ L _ € (S)
ys' = p —v(8) = = (3.80)
JjES
senkt. Daher miissen die Gebiihren in jedem teilspielperfekten Gleichgewicht gerade
s < pj—v(S) (3.81)
je€Ss
betragen. ]

Die nun folgende Untersuchung beweist nun, dass jedes teilspielperfekte Gleichgewicht auf den
ersten drei Stufen gerade den Auszahlungsvektor der Shapley-Losung generiert. Die Formulierung

folgt den Ausarbeitungen von Kongo/Funaki/Tijs sowie Pérez-Castrillo/ Wettstein.

Theorem 3.8
Spieler, die als Verteiler o ausgewdhlt werden, erhalten in der dritten Stufe des Spieles den Wert
v(a). Jeder andere Spieler erhdlt den Wert der Shapley-Losung des Spiels (N \ {a}, v®).

Beweis. Die Aussage wird durch Induktion nach der Anzahl der Spieler gezeigt.
Sei |N| = 1. Dann erhélt der Spieler den Wert v(«), welches dem entsprechenden Wert der Shapley-

Losung entspricht.
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Man nehme an in jedem Spiel mit & Spielern erhalte jeder Spieler die Auszahlung der Shapley-
Losung des Spiels. Es sei nun |N| = k + 1 und « ist ein beliebiger Spieler aus N.

Man nehme an, die Spieler aus N wiirden sich nicht einigen. Dann erhélt der Verteiler a eine
Auszahlung von v(a) und die Spieler aus N \ {a} erhalten die Auszahlung aus dem Spiel (N \
{a},v%). Damit erhilt Spieler i € N \ {a} nach Induktionsbehauptung aber gerade

Shi(N\ {a},v"). (3.82)

Falls dagegen keine Einigung in ¢t = 3 erzielt werden kann, miissen die Spieler aus N\{a} mindestens

Shi(N\{a},v*) als Auszahlung erhalten. Die Auszahlung des Verteilers o betrigt damit maximal

oy CE o 2.61
o(N) =D Shi(N\ {a},v%) = 0(N) = v*(N \ {a}) = v(a). (3.83)
jFa
Aber bei Ablehnung des Angebotes erhiilt der Verteiler « einen Wert von v(a). Demnach muss er
diesen auch hier erhalten.

Damit gilt die Behauptung in beiden Féllen. O

Theorem 3.9
In jedem teilspiclperfekten Gleichgewicht betragen die Nettogebote B* =0 fiir alle k € N.

Beweis. Es gilt nach Definition . B* =0.
keEN
Man betrachtet daher

Q={keN|BF = %%((Bﬂ')} (3.84)

, die Menge der Spieler, die die grofiten Nettogebote getétigt haben.

Falls 2 = N, so gilt bereits die Behauptung.

Falls Q # N, wihle Spieler [ € N \ Q.

Ausgehend von einer Strategie aus einem teilspielperfekten Gleichgewicht b

;,i,j € N modifiziert

man die Gebote des Spielers k wie folgt:

~ B* — B!
b =¥ 46 fiir alle i € Q\ k und mit 0 < § < SR
bf = bf — 195, (3.85)
bE =0k fiir alle m ¢ Q und m # j.
Damit ergeben sich neue Nettogebote mittels
BF = B* 3,
B = B7 —§ fiir alle j € Q\ {i}, (3.86)

B' = B' + Q|6 und

B™ = B™ fiir alle m ¢ Q,m # 1.

Nach Wahl von § ist dann B! < B und damit ist die Menge der Spieler mit maximalem Nettogebot

erneut 2.
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Allerdings verbessert sich Spieler k, da er nun in Schritt 2 Zahlungen in Hohe von

S oo (3.87)
i#k
leisten muss. Die urspriinglichen Strategie kann demnach nicht zu einem teilspielperfekten Gleich-

gewicht gehoren. O

Theorem 3.10
In jedem teilspielperfekten Gleichgewicht ist die Auszahlung jedes Spielers unabhingig davon, wel-

cher Spieler als Verteiler o ausgewdhlt wird.

Beweis. Nach dem letzten Satz verschwinden die Nettogebote in jedem teilspielperfekten Gleich-
gewicht.

Man nehme an, Spieler ¢ wiirde eine hohere Auszahlung erhalten, falls Spieler j als Verteiler aus-
gewihlt wiirde. Dann konnte er seine Gebote wie folgt verdndern:

32 = bl — e 0y fiir alle k € N\ {i} mit ¢ > 0. Falls ¢ hinreichend klein, so besitzt Spieler j das

grofite Nettogebot und Spieler ¢ hétte sein Auszahlung vergrofiern konnen. Allerdings gilt nun:

B'=—¢ <0,
Bi=¢>0 (3.88)

und es wiirde eine profitable einseitige Verbesserung fiir Spieler ¢ existieren. Damit kann die An-
nahme nicht wahr sein und es gibt keinen anderen Spieler, den Spieler ¢ als Verteiler bevorzugt.
Falls Spieler i eine hohere Auszahlung erhalten wiirde, wenn er selbst zum Verteiler bestimmt wird,
so kann er seine Gebote wie folgt &dndern:

3; =% 4 ¢ fiir alle j € N\ {i} und € > 0 hinreichend klein. Demnach besitzt Spieler i das grofite
Nettogebot und er wird zum Verteiler a bestimmt. Dies stellt wiederum eine profitable einseitige

Abweichung dar, die in einem teilspielperfekten Gleichgewicht nicht existieren kann. O

Theorem 3.11
Bei gleichen Gewichten innerhalb einer Komponente und mit v(N) > 0 stimmt in jedem teilspiel-

perfekten Gleichgewicht die Auszahlung fir die Spieler aus N mit dem x-Wert tiberein.

Beweis. Man zeige zunéchst, dass die Auszahlungen in jedem teilspielperfekten Gleichgewicht nach
der dritten Stufe mit der Shapley-Losung iibereinstimmen.
Falls i zum Verteiler a bestimmt wird, so bezeichne man dann den Auszahlungsvektor mit u;
Nach Theorem 3.8 ist

uf ==Y by + o) (3.89)

ki
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und fiir j # ¢ gilt:
ul = b + Shi(N \ {j},0"),

sodass

Z uf = —sz—l—v(’i)ﬁ-be+ZShi(N\{k}vvk)'

keEN ki k#i ki
Nach Theorem 3.9 ist:
Y B =) (b, —bF)=o0.
jeEN ieN

Damit erhilt man:

D ub =)+ > Shi(N \ k,ob).

keN ki

(3.90)

(3.91)

(3.92)

(3.93)

Die Auszahlung ist nach Theorem 3.10 aber gerade unabhéingig davon, welcher Spieler zum Verteiler

a ausgezeichnet wird. Folglich ist
kEN
Damit erhélt man:
1 . 1

wl = Wv(z) TN 37 Shi(N N\ {k},vF) % Shi(N,v).

ki

Mit den ersten drei Stufen des Spiels wird daher die Shapley-Losung implementiert.

Da weiterhin die Forderung des Maklers M von der Komponente S gerade

Z Shi(N,v) —v(9)

ics
betrégt, ergibt sich als Endauszahlung:
1
p; = Sh;(N,v) — E(Z Shi(N,v) —v(S)) = xi(N,v,P).

i€S

Bemerkung
Insbesondere ergibt sich mit (3.90) und (3.95), dass die Gebote der ersten Stufe

b] = Shi(N,v) — Shi(N \ {j},v?) fiir alle i € N,i # j

betragen.

4 Weitere Nashgleichgewichte

(3.94)

(3.95)

(3.96)

(3.97)

(3.98)

Die teilspielperfekte Strategie ist ein Nashgleichgewicht, es werden nun noch alle weiteren Nash-

gleichgewichte bestimmt.

Die in Kapitel 3 gezeigten Theoreme 3.8, 3.9 und 3.10 gelten ebenso fiir Nashgleichgewichte, da

lediglich mit profitablen Abweichungen argumentiert wurde.
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Entsprechend gilt ebenfalls, dass auf der ersten Stufe jeder Spieler i € N das folgende Angebot x;
an Spieler j € N\ {i} tétigt:

by = Sh;(N,v) — Shj(N \ {i},v"). (4.1)

Auflerdem ergibt sich am Ende der dritten Stufe fiir jeden Spieler j € N eine Zwischenauszahlung in
Hohe von Sh;(N,v), unabhéngig vom weiteren Verlauf des Spieles. Dabei konnen aber verschiedene

Angebots- und Akzeptanzstrategien der Spieler genutzt werden.
I Es gibt genau einen Spieler, der jedes Angebot des Verteilers a ablehnt.
II Es gibt mind. zwei Spieler, die jedes Angebot des Verteilers o ablehnen.
IIT Alle Spieler akzeptieren das Gebot des Verteilers a.

IV Es gibt genau einen Spieler, der das Angebot des Verteilers a nicht akzeptiert, der aber nicht
alle Angebote strikt ablehnt.

V Mindestens zwei Spieler akzeptieren das Gebot nicht, kein Spieler lehnt alle Angebote des

Verteilers « strikt ab.

Es werden nun folgend diese fiinf Félle genauer untersucht. Dabei verwende man die folgenden
Bezeichnungen.

Es bezeichne A die Menge der Gebote, die Spieler j € N \ {a} akzeptiert, sog. Akzeptanzmenge,
falls « der Verteilungsspieler ist. V* C N \ {a} bezeichne die Menge der Spieler, die das Gebot
von « nicht akzeptieren.

Fall I:

A = ( fiir genau ein k € N\ {k}

Spieler k droht entsprechend damit kein Angebot vom Verteiler a zu akzeptieren. Entsprechend
ist es fiir diesen nicht méglich die Zwischenauszahlung von v(«) zu erhéhen, da keine Einigung der
Spieler erzielt werden kann.

Spieler k dagegen kann genau dann erfolgreich abweichen, falls das von dem Verteiler @ getétigte

Angebot grof} genug ist:

g > Shi(N\ {a},v?). (4.2)
Entsprechend erfiillt eine Teilstrategie eines Nashgleichgewichtes in diesem Szenario die folgenden
Bedingungen
zy < She(N\ {a},v%), A} = 0.
Fall II:

Es bezeichne W® = {j € N \ {a}|A$ = 0} die Menge der Spieler, die alle Gebote ablehnen.
Dann kénnen sich weder der Verteiler a noch die Spieler aus N \ {a} durch Abweichen in ihrer
Strategie verbessern, da stets keine Einigung erzielt werden kann.

Entsprechend erfordert ein Nashgleichgewicht in diesem Falle

A% = 0 fiir alle j € W, |W| > 2. (4.3)
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Fall IIT:

Falls alle Spieler das Angebot akzeptieren, so muss dies genau dem Fall des teilspielperfekten
Gleichgewichtes entsprechen.

Falls ein Angebot verringert wird, 7, < Sh;(N \ {a},v®), so lehnt Spieler j das Angebot ab und
der Verteiler erhiilt ebenso wie vorher den Wert v(«). Die Spieler erhalten induktiv weiterhin den
Wert Sh;(N \ {a}) im Spieler I'(N \ {a}, v®). Dies ist daher keine profitable Abweichung fiir einen
der Spieler aus N. Falls ein Angebot vergréBert wird, 24, > Sh;(N \ {a},v*), so wiirde sich die
Auszahlung des Verteilers verringern, falls alle anderen Spieler das Angebot akzeptieren. Dieser
Fall muss hier demnach nicht betrachtet werden und die Angebote miissen zJ, < Sh;(N \ {a},v®)
betragen.

Fiir die Akzeptanzmengen muss lediglich gelten, dass Sh;(N \ {a},v*) € A} und damit keine

Verbesserung fiir den Verteiler méglich ist, muss auch gelten:
Shj(N \ {a},v”) = min A} fiir alle j € N \ {a}. (4.4)

Fall IV:

Es gibt genau einen Spieler, der das Angebot nicht akzeptiert. Dieser Spieler wird mit k& bezeichnet.
Da der Spieler unabhingig von seinen Mitspielern ablehnt, ist es fiir keinen Spieler aus N \ {«, k}
moglich, seine Zwischenauszahlung zu erhéhen.

Dann kann sich der Verteiler verbessern, falls das folgende System l6sbar ist.
Z z§ <v*(N\{a}),z; € A}. (4.5)
JEN\{a}

Ebenso wie in Fall I ist eine Verbesserung fiir Spieler k£ moglich, falls
x> Shi(N\ {a},v?). (4.6)
Entsprechend muss das folgende System erfiillt sein:

A # 0 fiir alle j € N\ {a},
zf ¢ Af fiir genau ein k € N \ {a}, (4.7
Z z§ > v*(N \ {a}) fir alle z; € A7,
JEN\{a}

zy < Shi(N\{a},v%).

Fall V:

Es gilt in diesem Fall 2§ ¢ A% fiir alle Spieler aus V* und [V*| > 2, aber A} # 0 fir alle
j€N\A{a}.

Dann kann erneut keiner der Spieler aus NV \ {a} verbessern, da durch Abweichen in einer Akzep-
tanzmenge keine Einigung erzielt werden kann.

Lediglich fiir den Verteiler besteht die Moglichkeit eine Verbesserung zu erzielen, falls wiederum

Angebote z§ € A} existieren, sodass

> <v*(N\{a}). (4.8)

JEN\{a}

43



Fiir ein Nashgleichgewicht in diesem Fall miissen demnach folgende Bedingungen erfiillt sein

A # 0 fiir alle j € N\ {a},
x§ ¢ Aj fiir mind. zwei Spieler ,

Z z§ > v*(N \ {a}) fir alle 2§ € A7,
JEN\{a}

Zusammenfassend erhilt man daher die folgende Aussage:

Theorem 4.1

(4.9)

Auf der zweiten und dritten Stufe des in Kapitel 3 konstruierten nichtkooperativen Spieles I' muss

ein Nashgleichgewicht eine der folgenden Bedingungen erfillen:

e FEin unkooperativer Spieler:

& =0 fir ein k € N\ {a},
ok < Shi(V\ {a), %)

o Mehrere unkooperative Spieler:
AT =0 fir alle j € W C N\ {a},|W] > 2.

o Finigung

Shj(N \ {a},v") = min A} fir alle j € N\ {a}.

e Fin blockierender Spieler
A # 0 fir alle j € N\ {a},
xi ¢ Ay fir genau ein k € N\ {a},

Z rf > v*(N\ {a}) fir alle z; € A,
JEN\{a}

xfy < Shi(N\ {a},v®).
e Mehrere blockierende Spieler

AS # 0 fir alle j € N\ {a},
x ¢ AT fiir mind. zwei Spieler

Z rf > v*(N\ {a}) fir alle z§ € Af.
JEN\{a}

Bemerkung

(4.10)

(4.11)

(4.12)

(4.13)

(4.14)

In allen Fillen erhdlt jeder Spieler i € N nach der dritten Stufe den Wert der Shapley-Ldsung

Shi(N, U).
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Mit den festen Zwischenauszahlungen von p; = Sh;(NN,v) fiir alle j € N untersuche man nun
abschliefend die mogliche Strategien der vierten und fiinften Stufe. Analog zum Vorgehen beziiglich

der zweiten und dritten Stufe unterscheide man erneut fiinf Falle:

1 Alle Spieler akzeptieren die Gebiihr des Maklers M . Dies wird im Weiteren als ,, Akzeptanz*

bezeichnet.

2 Es gibt genau einen Spieler, der jede Gebiihr des Maklers M ablehnt. Der Spieler wird als

unkooperativer Spieler bezeichnet.
3 Es gibt mind. zwei Spieler, die jede Gebiihr des Maklers M ablehnen.

4 Es gibt genau einen Spieler, der die Gebiihr des Maklers M nicht akzeptiert, der aber nicht
alle Angebote strikt ablehnt. Der Spieler wird als , blockierender® Spieler bezeichnet.

5 Mindestens zwei Spieler akzeptieren die Gebiihr nicht, kein Spieler lehnt alle Angebote des
Maklers M strikt ab.

Man bezeichne im Folgenden mit C; die Menge der Gebiihren an die Komponente P(i), die der
Spieler i akzeptiert. W sei die Menge der Spieler die abhingig von den Gebiihren (y3!)sep.
Fall 1:
Alle Spieler akzeptieren das Gebot des Maklers M (Akzeptanz).
Wie in Kapitel 3 gezeigt, muss fiir die Akzeptanz der von Makler M geforderten Gebiihren (y3,)sep
gelten:

yM < ij —v(9) fiir alle S € P. (4.15)

jes

Damit ergibt sich eine Endauszahlung xj; fiir den Makler M von

xM=Zy§4+ZU(S)

SeP SepP

<3 [(Sp—us) (4.16)

seP \jes
<) Shi(N,v) =v(N)
JEN
Falls die Gebiihren soweit erhcht werden, dass keine Einigung erzielt werden kann, so erhélt der
Makler eine Auszahlung von 0. Ohne dass der Makler M profitabel abweichen kann, muss daher
v(N) = xp > 0 gelten.
Weiterhin diirfen nicht alle Spieler j € S fiir eine Komponente S € P ein hohere Gebiihr als y¥

akzeptieren, da sonst der Makler entsprechend profitabel abweichen kénnte. Es muss daher gelten:

yM = max ﬂ C; fiir alle S € P. (4.17)
JjES
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Zusammengefasst ergeben sich daher folgende Einschrankungen:

v(N) >0,
yp(j) € Cj fir alle S € P, j € S,
yM >y, fiir alle y € ﬂ C;,SeP, (4.18)
jes
Z yg'/[ > — Z U(S)a
SeP seP
Y <" Shy(N,v) — u(S) fiir alle S € P.
jeS

Fall 2:

Es gibt genau einen Spieler, der jede Gebiihr von Makler M ablehnt (unkooperativer Spieler).

Es sei Spieler k mit Cj = ), der jede Gebiihr des Maklers M ablehnt.

Da keine Einigung getroffen wird, erhélt mittels der Umverteilung jeder Spieler j € N eine End-
auszahlung von x;(N,v,P) und der Makler M erhilt den Betrag 0.

Da der Makler nur dann profitabel abweichen konnte, falls die Einigung der Spieler eintritt und
Spieler k jede Gebiihr ablehnt, ist ein profitables Abweichen des Maklers nicht méglich. Ebenso
gilt dies fiir alle Spieler aus N \ {k}.

Spieler k dagegen kann profitabel abweichen, indem er vom kategorischen Ablehnen aller
Gebiihren absieht und geringere Gebiihren akzeptiert, sofern die Mitspieler aus der gleichen Kom-

ponente diese ebenfalls akzeptieren. Entsprechend muss gelten:

Yp(k) > Z Sh;(N,v) —v(P(k)) fiir alle yp) € m Cj. (4.19)
JEP (k) JEP (k)

Zusammengefasst muss in einem Nashgleichgewicht mit einem Vetospieler gelten:

Cr =0, fiir ein k € N,

C; # 0 fiir alle j # k, (4.20)
Yp(k) > Z Sh;(N,v) —v(P(k)) fiir alle yp) € ﬂ C;.
) jeP(k)

Fall 3:

Es gibt mind. zwei Spieler, die jede Gebiihr des Maklers M ablehnen (Mehrere unkooperative Spie-
ler).

Es sei V := {j € N|C; = 0} die Menge der Vetospieler und V| > 2.

Dann ist es analog zu Fall 2 fiir die Spieler aus N \ V' und den Makler M nicht méglich, von ihrer
Strategie profitabel abzuweichen.

Allerdings gilt dies nun auch fiir die Spieler aus V', da selbst bei Akzeptanz von einem der Veto-
spieler keine Einigung erzielt werden kann.

Fiir diesen Fall muss demnach nur gelten:

es existiert V.C N, |V|>2:C; =0 fiir alle j € V. (4.21)
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Fall 4:

Es gibt genau einen Spieler, der die Gebiihr des Maklers M nicht akzeptiert, der aber nicht alle
Angebote strikt ablehnt (Blockierender Spieler).

Die Strategien fiithren nicht zur Akzeptanz der Kooperation und daher erhilt jeder Spieler j € N
eine Endauszahlung von x; (N, v,P) und der Makler M erhélt den Betrag 0.

Es sei wiederum der Spieler k£ € N derjenige Spieler, der die Gebiihr des Maklers M ablehnt.
Dann kann kein Spieler j € N \ {k} profitabel abweichen, da dies nicht zu einer Einigung fithren
kann.

Fiir den Makler M dagegen besteht die Moglichkeit zur profitablen Abweichung, falls er Gebiihren

(ys)sep fordern kann, sodass seine Endauszahlung echt positiv ist. Es muss demnach gelten:

D ys <= > w(8) fir alle ys € () €y (4.22)

SeP Sep jes

Spieler k dagegen kann profitabel abweichen, falls er hinreichend geringe Gebiihren akzeptiert und
seine Mitspieler, die sich in der gleichen Komponente befinden, diese Gebiihr ebenfalls akzeptieren.

Entsprechend muss gelten:

Yp(k) > Z Sh;(N,v) —v(P(k)) fiir alle yp) € ﬂ Cj. (4.23)
JEP (k) JEP (k)

Zusammengefasst muss demnach gelten:

C; # 0 fiir alle j € N,

y%k) ¢ C}, fiir genau ein k € N, (4.24)
Z ys < — Z v(S) fiir alle yg € ﬂ Cj,
Sep SeP jes
ypr) = Shi(N,v) — v(P(k)) fiir alle ypy € [ Cj.
JEP(k) JEP (k)

Fall 5:

Mindestens zwei Spieler akzeptieren das Gebot nicht, kein Spieler lehnt alle Gebiihren des Maklers
M strikt ab (Mehrere Blockierende Spieler).

Nun sei W := {j € Nlyp(;, ¢ C;} die Menge der Spieler, die die Gebiihr nicht akzeptieren, wobei
W] > 2.

Dann kann analog zu Fall 3 keiner der Spieler aus N profitabel abweichen, da weiterhin nicht alle
Spieler die Gebiihren akzeptieren.

Der Makler M andererseits kann profitabel abweichen, falls es Gebote (ys)sep gibt, sodass

ys € [ Cj fiir alle S € P,

jeS
> ys > =Y u(S). (4.25)
SeP SeP
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Entsprechend wird daher fiir eine Teilstrategie eines Nashgleichgewichtes gefordert:

es existiert W C N, |[W| > 2: y%/[(j) ¢ C; fir alle j € W,

Z Yys < — Z v(9) fiir alle ys € ﬂ C; fiir alle S € P.
SeP Sep jes

Theorem 4.2

(4.26)

Dann muss ein Nashgleichgewicht des in Kapitel 3 konstruierten Spieles eine der folgenden Bedin-

gungen auf der vierten und finften Stufe erfillen:
e Akzeptanz der Gebiihren
v(N) =0,
y%{(j) € Cj fir alle S € P,j €S,

ys >y, fir alley € ﬂCj,SGP,
jES

Zygz_zv(s)v

sSeP SeP

yM < ZShj(N,v) —w(S) fiir alle S € P.
j€S

e Fin unkooperativer Spieler
Cr =0, fiir eink e N,
C; #0 fir alle j # k,

yp(y = Y Shi(N,v) —v(P(k)) fir alle ypgy € (] Cj-
JEP(k) JEP(k)

e Mehrere unkooperative Vetospieler

es existiert V.C N,|V|>2:C; =0 fir alle j € V.

e Fin Blockierender Spieler
C; # 0 fir alle j € N,
y71‘3/[(k) ¢ Cy, fir genau ein k € N,
fir alle S € P : Z ys < — Z v(S) fiir alle ys € ﬂ Cj,

SeP SeP JjeSs
YP(k) > Z Shj(N, ”U) — U(P(k)) f’[l:?" alle Ypk) € ﬂ Cj.
jeP(k) JEP(K)

e Mehrere Blockierende Spieler

es existiert W C N, |W| > 2: yg(j) ¢ C; fir alle j € W,
fiir alle S € P : Zys < - ZU(S) fiir alle ys € m C;.

SeP SeP JjES
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Bemerkung

Man beachte, dass nur im ersten Fall die Endauszahlungen von denen des x-Wertes abweichen
kénnen. Der Makler M sichert sich durch gewisse Abziige von den teilspielperfekten Strategien die
Zustimmung aller Komponenten. Trotzdessen kann die Auszahlung von M weiterhin Null betragen.
In allen anderen Fdllen stimmt die Endauszahlung der Spieler aus N mit dem x-Wert tiberein. Da

keine Kooperation der Komponenten stattfindet, betrdgt die Auszahlung fiir den Makler M Null.

5 Auswertung

Diese Arbeit ermittelt nur unter der Annahme, dass die grofie Koalition des Kooperativen Spie-
les (N, v) einen echt positiven Wert erreicht, eine vollstindige Implementierung des x-Wertes in
teilspielperfekten Gleichgewichten. Fiir den unsymmetrischen Fall, indem nicht alle Spieler einer
Komponente das gleiche Gewicht besitzen, existiert kein teilspielperfektes Gleichgewicht. Ausge-
hend vom einzig moglichen teilspielperfekten Gleichgewicht wurde eine Strategie angegeben, bei der
ein Spieler mit iiberdurchschnittlichem Gewicht eine unendlich hohe Auszahlung erreichen kann.
Die Wahl der Einschrankung, dass der Groflien Koalition ausschliellich nichtnegative Werte zuge-
ordnet werden sollen, erscheint im Kontext der Stabilitdtsanalyse sinnvoll. Dieses Gebiet unter-
sucht, welche Partitionen iiberhaupt gebildet werden und welche wiederum nicht, da es fiir einen
Spieler rational erscheint, aus der entsprechenden Komponente auszutreten und sich stattdessen
einer anderen Komponente anzuschlieflen.

Fiir eine weitere Untersuchung aller Nashgleichgewichte und teilspielperfekten Gleichgewichte
wiirde sich insbesondere fiir den gewichteten y-Wert eine Vereinfachung des Spieles anbieten. Statt
die Umverteilung auf der vierten und fiinften Stufen von einem Makler koordinieren zu lassen,
kann auch stattdessen festgelegt werden, dass die Gebiihr fiir eine Komponente S € P immer
der Differenz des Wertes der Komponente aus den ersten drei Stufen ) p; und dem eigentlich
Wert der Komponente v(S) entspricht. Entsprechend wiirden die Nas]}f;leichgewichte entfallen,
in der Spieler jegliche Kooperation verweigern, unabhéngig davon wie niedrig die entsprechenden
Gebiihren gewihlt wurden. Dies wiirde letztendlich zur Eindeutigkeit des Auszahlungsvektors in

jedem Nashgleichgewicht fiithren.

6 Anhang

Es werde nun schlie3lich der Satz von Motzkin bewiesen mittels des bekannteren Farkas-Lemmas

bewiesen. Dabei wird sich eng an den Beweis des Satzes aus Borgwardt, 2001: [6] S.17 ff, orientiert.

Definition 6.1 (Orthogonales Komplement)
Es sei M eine Teilmenge des R™ versehen mit dem Standardskalarprodukt.

Das orthogonale Komplement M=+ ist gegeben durch

Mt ={z e R"| < x,y >=0 fir alley € M}. (6.1)
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Proposition 6.2
Fiir Untervektorrdume U und V' des R™ gilt:

UCV=Vvtcut, (6.2)
(UHt =v+t. (6.3)
Theorem 6.3
Sei A € R™*™ und b € R™ dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(i) Az =b ist lisbar.
(ii) Fir alle y € R™ mit ATy =0, folgt by = 0.
Beweis. (i) = (i1)
Sei Az = bund ATy = 0, dann folgt b7y = (Ax)Ty = 2T ATy = 0.
(i) = (i)
Es gelte ATy =0 = bTy =0, aber b ¢ Im(A).

Seien aq,...,a, die Spalten von A. Dann ist die Implikation dquivalent zu:
lin({ay,...,a,})* Clin({d})*. (6.4)
Mit den Regeln aus der vorhergehenden Proposition folgt

lin({ay,...,an}) = (in({ar, ..., a,})*) " 2 (lin({b})*)" = lin({b}) (6.5)
und damit die Losbarkeit des Systems Az = b. O

Bemerkung
Eine dquivalente Formulierung dieses Satzes ist die folgende: Es gilt genau eine der beiden folgenden

Aussagen:

(i) Es existiert ein x € R™ mit Az =b.

(ii) Es ezisitiert ein y € R™ mit b7y =1 und ATy = 0.
Theorem 6.4 (Farkas-Lemma)

Es sei A € R™*™ b € R™ gegeben.

Dann gilt genau eine der beiden folgenden Aussagen

(I) Das System

Axr =0,
x>0, (6.6)
reR"”

ist losbar.
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(II) Das System
ATy <o,
bTy >0, (6.7)
y e R™
ist losbar.

Beweis. Man zeige zunéchst, dass nicht beide Aussagen zugleich gelten kénnen.

T (9 T T AT

= (A = A <

0<bly=(Az)y=x y <
o
0

0 (6.8)

i

S

)
0

%
IN

und dies ist offensichtlich ein Widerspruch.
Nun zeige man noch, dass eine der beiden Aussagen auf jeden Fall gilt. Es wird —(I) = (II)
gezeigt.

Man unterscheide dabei zwei Fille, falls das System Ax = b,z > 0 unldsbar ist.

1. Das System Ax = b ist bereits nicht 16sbar. Dann gibt es nach dem vorherigen Theorem 6.3

ein y € R", sodass

ATy =0, (6.9)
by =1. (6.10)

2. Es sei daher Az = b losbar, aber eine der Komponenten von x ist negativ. Man beweise die
Aussage:
Ax = b ist 16sbar, aber es gibt keine Losung mit z > 0 = ATy = 0,07y < 0. Der Beweis
erfolgt mittels Induktion iiber die Spaltenzahl n der Matrix A.
Laut der Annahme kann man 0.B.d.A fordern, dass A # 0 gilt, A.; beschreibt die ite Spalte
von A.
Induktionsanfang: n = 1.
r=x1, A=A,
A1z = b, dann muss laut Annahme x < 0 gelten. Weiterhin wird b ## 0 erforderlich sein, da
sonst ein x € A eine entsprechende Losung wiire.

Dann liefert y := b die Aussage (II), denn

y'b=0b"b>0, (6.11)
ATy = AT Az < 0. (6.12)
Induktionsannahme:
Die Aussage gelte fiir [ < n — 1 Spalten.

Induktionsschritt:
Es gibt kein > 0, sodass Az = b, also insbesondere gibt es kein x = (2’|0) > 0, sodass
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(A]...|An_1)z’ =b.

Nach Induktionsannahme gibt es dann ein w € R™, sodass
(Aq|...]Ap_)w <0, bTw > 0. (6.13)
Hier gibt es nun zwei Fille zu unterscheiden
a) AT w <0, dann liefert y := w die Behauptung (II).

b) AT w > 0, dann definiere:

A

= (ATw)A, — (AT w)A,, i=1,...,n, (6.14)
b= (b"w)A., — (AT w)b. (6.15)
Es gilt dann:
Ajw = (ATw) A, — (AL w)Aq)Tw
= (Afw) Al w — (AT w) Al w (6.16)
0

5w

(
bTw) AT w — (AT w)bTw
0.

(0Tw)A.,, — (bTw)A)Tw
Hier sei nun wieder die beiden folgenden Fille zu unterscheiden!?:
(i) becone(Ay,...,A, 1),
dann existiert ein p € R™,p > 0, sodass

n—1

i=1
Man erhéilt
-1 - vTw
n—1 T
—pi — b*w
= A A. 6.19
— Alw CAT (6.19)
n—1 L bT’LU
= ~[(ALw)A., — (AT w)Aw| A + —A, 6.20
> g AT — (AT 4] At (6.20)
n—1 n—1
v w —pi(Agw)
=Y pidi+ o > | A (6.21)
i=1 n i=1 n
Hier sind nun nach den Annahmen
p;>0,i=1,....n—1,
ATw<0,i=1,...,n—1, (6.22)

AT w >

3cone(A) bezeichne die konvexe Kegelhiille von einer Menge von Vektoren.
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alle Koeffizienten nichtnegativ, sodass dies der Annahme aus (IT) widerspricht.

(i) b ¢ cone(A.q,...,A,_1). Dann existiert laut Induktionsannahme ein y € R™,
sodass
Aw>0i=1,...,n—1, (6.23)
b v < 0. (6.24)
Man setze y = (—AT v)w + (AT w)v und dies ist dann das gesuchte y € R™ fiir
(IT), denn
ATy = (—AT ) AT w + (AT w)AT v =0 (6.25)
Aby = (AL o) Ayw+ (ATw) Abv > 0 (6.26)
e e Vo
=0 >0 >0
A=A A e =1 1 (6.27)
T Ao T ATy irallei=1,...,n .
ALw —T
T & _ 7 T . .
A% ar ALy AT A,y>0, firallei=1,...,n—1 (6.28)
=0 H,—/
>0
BTy = (=ATv) v wt (AT w) b <0 (6.29)
—_——
=0 >0 <0
bTw 1 -
b= A, — b 6.30
AT w Aw (6.30)
bt —
by =— 2L ATy~ by >0 (6.31)

und damit (II).

O
Theorem 6.5 (Satz von Motzkin)
Es seien A € R™*", B € RF*" b € R™ und c € RF.
Dann gilt genau eine der folgenden Aussagen:
(i) Das System
Az >0,
Bz > 0, (6.32)
x e R"”
ist l0sbar.
(i) Das System
yTA+:TB=0,
y€eR™ y >0,y #0, (6.33)

zeRF,2>0
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ist losbar.

Beweis. Es sei Az > 0, Bx > 0,2 € R" 1osbar. Dann ist die Losbarkeit von Az > 0 dquivalent zur

Existenz eines § > 0 mit
(Az); > fiirallei =1,...,m. (6.34)

Aquivalent zur Losbarkeit des Systems (i) ist daher die Losbarkeit des folgenden Systems
-A 1 x 0
< )
-B 0 0 0
el <”§> > 0. (6.35)

Nach dem Farkaslemma 6.4 ist dies dquivalent zur Unlosbarkeit des Systems:

(100

y € R™
z € RF, (6.37)
Nun ist 1y = 1 fiquivalent zur Aussage y # 0, sodass entweder (i) oder (ii) gilt. O
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insbesondere sind wortliche oder sinngeméfle Zitate als solche gekennzeichnet.
Mir ist bekannt, dass Zuwiderhandlung auch nachtriglich zur Aberkennung des Abschluss fiihren

kann*.
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